
 

  .ܪھو النقطة  ሻܦሺعلى العمودي 

൝تحقق  ܪإحداثيات 
ுݔ ൌ 1 െ ݐ3
ுݕ ൌ 2  ݐ
ுݖ ൌ െ1 െ ݐ

  ومنه  

ሬሬሬሬሬሬԦܪܣ ൌ ൬ଷିଷ௧ଵା௧
ିି௧

൰  ،المستقيم وشعاع توجيه ሺܦሻ 

,ሬԦሺെ3,1ݑ ھو െ1ሻ  ܪܣونعلم أنሬሬሬሬሬሬԦ. ሬԦݑ ൌ   أي: 0
െ3ሺ3 െ ሻݐ3  ሺ1  ሻݐ െ ሺെ6 െ ሻݐ ൌ 0 

ݐومنه  ൌ
ଶ

ଵଵ
 وبالتعويض في التمثيل الوسيطي : 

ܪ ൬
5
11

,
24
11

,
െ13
11

൰ 

نحسب المسافة  ሻܦሺو  ܣولحساب المسافة بين 
  ܪܣ

ܪܣأي :  ൌ ටହଶ

ଵଵ
 .  

تعيين المسقط العمودي لنقطة على  )11(
 مستوي و المسافة بين نقطة ومستوي :

على  ܣلتعيين المسقط العمودي لنقطة  طريقة :
الشعاع الناظمي لھذا  ሬ݊Ԧنعين أولا  ሺܲሻمستوى 

 ሻܦሺالمستوي ، ثم نعين نقطة تقاطع المستقيم 
شعاع توجيه له مع المستوي  ሬ݊Ԧو  ܣالذي يشمل 

ሺܲሻ.  
للنقطة  ܪتعيين المسقط العمودي  مثال :

,ሺ1,2ܣ െ3ሻ  على المستويሺܲሻ :ذي المعادلة  
ݔ2 െ ݕ  ݖ5 െ 8 ൌ 0 

,ሬ݊Ԧሺ2ھو  ሺܲሻالشعاع الناظمي لـ  െ1,5ሻ ،  
و  Aالذي يشمل  ሻܦሺالتمثيل الوسيطي للمستقيم 

ሬ݊Ԧ : شعاع توجيه لهሺܦሻ: ൝
ݔ ൌ 1  ݐ2
ݕ ൌ 2 െ ݐ
ݖ ൌ െ3  ݐ5

  

ܪوبما أن  ∈ ሺܲሻ  ܪو ∈ ሺܦሻ : إذن  

൞

ுݔ ൌ 1  ݐ2
ுݕ ൌ 2 െ ݐ
ுݖ ൌ െ3  ݐ5

ுݔ2 െ ுݕ  ுݖ5 െ 8 ൌ 0

 

ݐومنه  ൌ
ଶଷ

ଷ
ሺܪوبالتالي :  

ଷ଼

ଵହ
,
ଷ

ଷ
,
ହ


ሻ 

  ھي : ሺܲሻو المستوي  Aوالمسافة بين النقطة 

݀൫ܣ, ሺܲሻ൯ ൌ
ቚ2 ቀ

38
15ቁ െ

37
30  5 ൈ

5
6 െ 8ቚ

ඥ2²  ሺെ1ሻଶ  5²

ൌ ඨ
529
30

 

تعيين المعادلة الديكارتية لمستوي يمر من  )6(
 شعاع ناظمي له: ሬሬԦو  Aنقطة 

.ሬሬሬሬሬሬԦܯܣباستعمال الجداء السلمي  طريقة : ሬ݊Ԧ ൌ 0  
,ሬ݊Ԧሺ1 مثال : െ3,2ሻ  ،ܣሺ1,2, െ4ሻ  

.ሬሬሬሬሬሬԦܯܣ ሬ݊Ԧ ൌ  معناه  0
 ሺݔ െ 1ሻ െ 3ሺݕ െ 2ሻ  2ሺݖ  4ሻ ൌ 0  

  أي معادلة المستوي
ݔ  െ ݕ3  ݖ2  13 ൌ 0  

كرة في سطح تعيين المستوي الذي يمس  تطبيق :
  نقطة.

تعيين معادلة ديكارتية لمستو معين بثلاث  )7(
 : و  و  نقط 

نعين مركبات شعاع ناظمي  طريقة :
ሬ݊Ԧሺܽ, ܾ, ܿሻ بحيثሬ݊Ԧ. ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ .ሬ݊Ԧو  0 ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ 0  

ܿثم نحل جملة المعادلتين بفرض (مثلا  ൌ 1.(  
،  ሺ1,3,2ሻܤ،  ሺ1,0,3ሻܣبين أن النقط  مثال :

  تمثل مستويا. ሺ0,2,4ሻܥ
  ليسا مرتبطين خطيا. ሬሬሬሬሬԦܥܣو  ሬሬሬሬሬԦܤܣنبين أن  : أولا

൜نكتب جملة المعادلتين  : ثانيا ሬ݊Ԧ. ܤܣ
ሬሬሬሬሬԦ ൌ 0

ሬ݊Ԧ. ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ 0
  

ቄأي  3ܾ െ ܿ ൌ 0
െܽ  2ܾ  ܿ ൌ 0

 ሬ݊Ԧሺ5,1,3ሻإذن  

ݔ5ھي من الشكل  ሻܥܤܣሺومعادلة   ݕ 
ݖ3  ݀ ൌ وبتعويض احداثيات احدى النقط  0

:ሻܥܤܣሺنجد  ݔ5  ݕ  ݖ3 െ 14 ൌ 0  
تعيين معادلة مستوي يمر بنقطة وعلم  )8(

 أساس له 
للمستوي ثم نطبق  ሬ݊Ԧنعين شعاعا ناظميا  طريقة :

  الطريقة السابقة.
,ሺ1ܣمستوي  يشمل النقطة  ሺܲሻ مثال : െ2,3ሻ 

,ሬԦݑሺو  و  ሬԦሺെ1,1,4ሻݑأساس له حيث :  Ԧሻݒ
,Ԧሺ0ݒ െ3,1ሻ .  
ሬ݊Ԧሺܽ, ܾ, ܿሻ  شعاع ناظمي لــሺܲሻ  ومنه

ቄ ሬ݊Ԧ. ሬԦݑ ൌ 0
ሬ݊Ԧ. Ԧݒ ൌ 0

ቄെܽأي    ܾ  4ܿ ൌ 0
0ܽ െ 3ܾ  ܿ ൌ 0

وبحل  

ھي  ሺܲሻومنه معادلة  ሬ݊Ԧሺ13,1,3ሻالجملة نجد 
ݔ13  ݕ  ݖ3 െ 20 ൌ  ݀بعد حساب قيمة 0

تعيين معادلة المستوي المحوري لقطعة  )9(
 : ሿሾمستقيمة 

ثم تعيين  ሿܤܣሾمنتصف القطعة  ܫتعيين  طريقة :
  شعاع ناظمي له . ሬሬሬሬሬԦܤܣو  ܫالمستوي الذي يشمل 

,ሺ2ܣلتكن  مثال : െ1,2ሻ  ܤوሺ0,3,6ሻ  لدينا
  ሬሬሬሬሬԦሺെ2,4,4ሻܤܣو  ሺ1,1,4ሻܫ

.ሬሬሬሬሬԦܯܫنعلم أن  ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ   حيث 0

,ݔሺܯ  ,ݕ ሻݖ ∈ ሺܲሻ  ܯܫوሬሬሬሬሬԦ ቆ௫ିଵ௬ିଵ
௭ିସ

ቇ   

 ھي ሺܲሻومنه معادلة 
ݔ  െ ݕ2 െ ݖ2  9 ൌ 0  
تعيين المسقط العمودي لنقطة على مستقيم  )10(

 و المسافة بين نقطة ومستقيم .
 ܣللنقطة  ܪلتعيين المسقط العمودي طريقة : 

 ݐبدلالة  ܪنكتب احداثيات  ሻܦሺعلى المستقيم 
باستعمال  ݐبواسطة التمثيل الوسيطي ثم إيجاد 

.ሬሬሬሬሬሬԦܪܣ ሬԦݑ ൌ   .ሻܦሺشعاع توجيه  ሬԦݑحيث  0

:ሻܦሺمستقيم حيث  ሻܦሺ مثال : ൝
ݔ ൌ 1 െ ݐ3
ݕ ൌ 2  ݐ
ݖ ൌ െ1 െ ݐ

 

  نقطة من الفضاء مسقطھا  ሺെ2,1,5ሻܣو 

 ؟كيف تثبت الارتباط الخطي لشعاعين )1(
التحقق أن مركبات الشعاعين متناسبة أو  طريقة :

ሬԦݑكتابة أحد الأشعة بدلالة الآخر  ൌ   Ԧݒ݇
,ሬԦሺ1,2ݑالشعاعان  مثال : െ1ሻ  و

ሬԦݑمرتبطين خطيا لأن  Ԧሺെ1,െ2,1ሻݒ ൌ െݒԦ 

أو بكتابة أخرى 
ିଵ

ଵ
ൌ

ିଶ

ଶ
ൌ

ଵ

ିଵ
 .  

اثبات استقامية ثلاث نقط أو توازي  تطبيقات :
 مستقيمين.

كيف تثبت أن ثلاث أشعة من نفس المستوي  )2(
 ؟

كتابة أحد الأشعة بدلالة الشعاعين ) : 1طريقة (
  الآخرين.
,ሺܽنبين وجود ) : 2طريقة ( ܾ, ܿሻ ് ሺ0,0,0ሻ 

ሬԦݑܽبحيث   Ԧݒܾ  ሬሬԦݓܿ ൌ 0ሬԦ  
و  Ԧሺെ2,5,4ሻݒو  ሬԦሺ1,2,3ሻݑالأشعة  مثال :

ھي من نفس المستوي لأن  ሬሬԦሺെ4,19,18ሻݓ
  الجملة 

൝
ܽ െ 2ܾ െ 4ܿ ൌ 0
2ܽ  5ܾ  19ܿ ൌ 0
3ܽ  4ܾ  18ܿ ൌ 0

,ሺ2,3الحل  െ1ሻ  

ሬԦݑ2ومنه :   Ԧݒ3 െ ሬሬԦݓ ൌ 0ሬԦ  
  نقط ھي من نفس المستوي. 4اثبات أن  تطبيق :

كيف تثبت أن ثلاثة أشعة ليست من نفس  )3(
 ؟المستوي

ሬԦݑܽنبين أن  طريقة :  Ԧݒܾ  ሬሬԦݓܿ ൌ 0ሬԦ  تقبل
  .ሺ0,0,0ሻحلا وحيدا 

و  Ԧሺെ2,5,4ሻݒو  ሬԦሺ1,2,3ሻݑ مثال :
  ليست من نفس المستوي لأن الجملة  ሬሬԦሺ1,1,3ሻݓ

൝
ܽ െ 2ܾ  ܿ ൌ 0
2ܽ  5ܾ  ܿ ൌ 0
3ܽ  4ܾ  3ܿ ൌ 0

لا تقبل أي حل سوى  

ሺ0,0,0ሻ .  
  تشكل أساسا للفضاء. ሬሬԦݓو  Ԧݒو  ሬԦݑومنه 

 ؟ሬሬԦ࢜و  ሬሬԦ࢛عموديا على ሬሬԦكيف تعين شعاعا  )4(
,ሬ݊Ԧሺܽإذا كان  طريقة : ܾ, ܿሻ  نبحث عن حل

ቄللجملة :  ሬ݊Ԧ. ሬԦݑ ൌ 0
ሬ݊Ԧ. Ԧݒ ൌ 0

 .  

اذن الجملة  Ԧሺെ2,1,7ሻݒو  ሬԦሺ1,2,3ሻݑ مثال :

ቄتكون :  ܽ  2ܾ  3ܿ ൌ 0
െ2ܽ  ܾ  7ܿ ൌ 0

  

ܿنأخذ مثلا  ൌ   ونحل الجملة . 1

ሬ݊Ԧሺومنه 
ଵଵ

ହ
,
ିଵଷ

ହ
, 1ሻ  يكافئሬ݊Ԧሺ11, െ13,5ሻ  

كيف تعين التمثيل الوسيطي لمستقيم معرف  )5(
  ؟بنقطة وشعاع

شعاع  ሬԦݑو  Aمستقيم يشمل نقطة  ሻܦሺطريقة : 
,ݔሺܣتوجيه له . المستقيم الذي يشمل  ,ݕ  ሻݖ

,ሬԦሺܽݑوشعاع توجيھه  ܾ, ܿሻ : له التمثيل الوسيطي 

൝
ݔ ൌ ݔ  ݐܽ
ݕ ൌ ݕ  ݐܾ
ݖ ൌ ݖ  ݐܿ

 

,ሺ1,2ܣمستقيم يشمل ሻܦሺمثال :  െ4ሻ  وشعاع
,ሬԦሺ6,1ݑتوجيھه  െ1ሻ  إذن التمثيل الوسيطي
  ھو : ሻܦሺللمستقيم 

൝
ݔ ൌ 1  ݐ6
ݕ ൌ 2  ݐ
ݖ ൌ െ4 െ ݐ

 



 

 

 
 
 
 

,ሺ2ݓمركزھا ሺܵሻنعتبر الكرة  مثال : െ1,1ሻ 
ܴونصف قطرھا  ൌ  ሺܲሻونعتبر المستوي  3

ݔالذي معادلته  െ ݕ2  ݖ  1 ൌ 0  
  ھي : ሺܲሻو المستوي  ݓإن المسافة بين النقطة 

݀൫ݓ, ሺܲሻ൯ ൌ  ܪݓ

ൌ
|2  2  1  1|

√1  4  1
ൌ √6 

6√وبما أن  ൏ ܴ ൌ  ሺܵሻو  ሺܲሻفان  3
مركزھا النقطة  ሺܿሻيتقاطعان وفق دائرة 

H	 وبتطبيق نظرية فيثاغورس  ݎونصف قطرھا ،
²ܴنجد :  Hالقائم في  ܯܪݓفي المثلث  ൌ
²ݎ    ومنه : ²݀

ݎ ൌ ට3² െ ሺ√6ሻ² ൌ √3 

 ݓالمار بــ  ሺܶሻھو نقطة تقاطع المستقيم  ܪو 
,ሬ݊Ԧሺ1، ولدينا  ሺܲሻوالعمودي على  െ2,1ሻ  ھو

ومنه شعاع توجيه   ሺܲሻشعاع ناظمي لـــ   
ومنه التمثيل الوسيطي  ሺܶሻلــ

:ሺܶሻ: ൝
ݔ ൌ 2  ݐ

ݕ ൌ െ1 െ ݐ2
ݖ ൌ 1  ݐ

  

  نجد ሺܲሻوبالتعويض في معادلة المستوي 
ݐ  ൌ െ1  

,ݔሺومنه  ,ݕ ሻݖ ൌ ሺ1,1,0ሻ .  
التي  ሺܿሻھي الدائرة  ሺܵሻو  ሺܲሻإذن تقاطع 

ݎونصف قطرھا  ሺ1,1,0ሻܪمركزھا  ൌ √3.  
  

൞نحل الجملة 

ݔ ൌ 1  ݐ
ݕ ൌ െ1  ݐ2

ݖ ൌ ݐ3
ݔ3 െ ݕ2  ݖ11 െ 1 ൌ 0

 

ݐفنجد  ൌ
ିଵ

଼
ሺܣومنه التقاطع ھو  



଼
,
ିହ

ସ
,
ିଷ

଼
ሻ  

 كيف تعين تقاطع مستقيمين ؟ )15(
  نعرّف المستقيمين بتمثيليھما الوسيطيين. طريقة :

معادلات لإيجاد  3نساوي التمثيلين و نحل جملة 
إحدى الوسيطين ثم نعوض في التمثل الوسيطي 

  لإيجاد نقطة التقاطع.

:ሻܦሺ مثال : ൝
1  ݐ

െ1  ݐ2
ݐ3

:ሻ′ܦሺو   ൝
ݔ ൌ െ4  ′ݐ3
ݕ ൌ 3 െ ′ݐ8
ݖ ൌ െ13  ′ݐ7

  

൝بحل الجملة 
1  ݐ ൌ െ4  ′ݐ3
െ1  ݐ2 ൌ 3 െ ′ݐ8
ݐ3 ൌ െ13  ′ݐ7

  

ݐنجد  ൌ െ2    ݐوᇱ ൌ 1 
 ሺെ1,െ5,െ6ሻܣإذن نقطة التقاطع ھي 

 كيف تعين تقاطع كرة مع مستقيم؟ )16(
لتعيين تقاطع كرة مع مستقيم معرّف  طريقة :

في معادلة  ݖ،  ݕ ، ݔبتمثيله الوسيطي نعوض 
الكرة ، لتصبح معادلة من الدرجة الثانية بمجھول 

  .ݐ
اذا كان لدينا حلان (المستقيم يقطع الكرة في 

نقطتين) إذا كان لدينا حل مضاعف ( فالمستقيم 
مماس للكرة في نقطة التماس ) أما اذا لم يوجد 

  حل (فلا يوجد تقاطع).
  كرة معادلتھا : ሺܵሻ مثال :

²ݔ  ²ݕ  ²ݖ െ ݕ2  ݖ4  4 ൌ 0 

൝	ሺ݀ሻ:مستقيم :  ሺ݀ሻو 
ݔ ൌ 1  ݐ2
ݕ ൌ 1  ݐ
ݖ ൌ െ3  ݐ

  

  بالتعويض في المعادلة الديكارتية :
²ݐ6   ݐ2 ൌ 0  

ଵݐومنه  ൌ ଶݐو  0 ൌ െ
ଵ

ଷ
  ومنه  : 

൝
ଵݐ ൌ 0	 → ,ሺ1,1ܣ െ3ሻ

ଶݐ ൌ െ
1
3
	→ ሺܤ

1
3
,
2
3
, െ

10
3
ሻ
 

 عين تقاطع كرة مع مستوي ؟كيف تُ  )17(
لدراسة تقاطع كرة و مستوي ، نعين  طريقة :

على المستوي 	Oلمركز الكرة  Hالمسقط العمودي
تقاطع مستوي مع ، إن 	OHثم نحسب المسافة 

كرة إما خال (اذا كانت المسافة أكبر من نصف 
قطر الكرة) وإما نقطة ( إذا كان المستوي مماس 

للكرة ) وإما دائرة (إذا كانت المسافة أقل من 
 نصف قطر الكرة).

 

  

تعيين المستقيم العمودي على مستقيمين ،  )12(
 بين مستقيمين. والمسافة الأصغرية

و  ሬԦݑالمستقيم  ذي شعاع التوجيه  ሻܦሺ طريقة :
شعاع  Ԧݒو  ܤمستقيم يشمل  ᇱሻܦሺو  ܣيشمل 

  توجيه له.
ሬሬԦܯنفكك الشعاع  ൌ ሬሬሬሬሬሬԦܣܯ  ሬሬሬሬሬԦܤܣ  وبما أن  ሬሬሬሬሬሬԦܰܤ
ሬሬሬሬሬሬԦܯܣ ൌ∝ ሬሬሬሬሬሬԦܰܤو  ሬԦݑ ൌ نكتب مركبات   Ԧݒߚ

  . ߚو  ∝بدلالة  ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯالشعاع 
   Ԧݒو  ሬԦݑيجب أن يكون عموديا على كل من  ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ

ܰܯ൜معناه 
ሬሬሬሬሬሬሬԦ. ሬԦݑ ൌ 0
.ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ Ԧݒ ൌ 0

ثم نجد  ߚو  ∝نحدد قيمة  

  . ܰو  ܯاحداثيات 

൜مستقيم معرف بـــ  ሻܦሺ مثال :
ሺ1,1,0ሻܣ
ሬԦሺ2,0,1ሻݑ

و  

ሺܦᇱሻ  مستقيم معرف بــ൜
,ሺ0,1ܤ െ3ሻ
Ԧሺെ1,3,1ሻݒ

 .  

  . ᇱሻܦሺنقطة من  ܰو  ሻܦሺنقطة من  ܯلتكن 
ሬሬԦܯنفكك الشعاع  ൌ ሬሬሬሬሬሬԦܣܯ  ሬሬሬሬሬԦܤܣ  وعلما  ሬሬሬሬሬሬԦܰܤ

ܯܣቊبحيث   ߚو  ∝أنه يوجد 
ሬሬሬሬሬሬԦ ൌ∝ ሬԦݑ
ሬሬሬሬሬሬԦܰܤ ൌ Ԧݒߚ

يكون   

ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯلدينا  ൌ െ∝ ሬԦݑ  ሬሬሬሬሬԦܤܣ  ومنه  Ԧݒߚ
  ھي ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯمركبات 

 ሺെ2 ∝ െ1 െ ,ߚ ߙെ,ߚ3 െ 3    ሻߚ

ܰܯ൜نحل الجملة 
ሬሬሬሬሬሬሬԦ. ሬԦݑ ൌ 0
.ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ Ԧݒ ൌ 0

  فنجد  

൜
െ4 ∝ െ2 െ ߚ2 െ ߙ െ 3  ߚ ൌ 0
ߙ2  1  ߚ  ߚ9 െ ߙ െ 3  ߚ ൌ 0 
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  وبالتالي المسافة الأصغرية بين المستقيمين ھي :

ܰܯ ൌ
5

√6
 

 كيف تعين تقاطع مستويين ؟ )13(
نعين تمثيلا وسيطيا بحل جملة المعادلتين  طريقة :

و بفرض أحد المجاھيل  ሺܲᇱሻو  ሺܲሻللمستويين 
  كوسيط .

:ሺܲሻ مثال : ݔ2 െ ݕ  ݖ3 െ 4 ൌ و  0
ሺܲᇱሻ: ݔ3 െ ݕ2  ݖ11 െ 1 ൌ   إذن :0

൜
ݔ2 െ ݕ  ݖ3 െ 4 ൌ 0
ݔ3 െ ݕ2  ݖ11 െ 1 ൌ 0 

൜تكافئ : 
ݔ ൌ ݖ5  7
ݕ ൌ ݖ13  ݖبوضع  10 ൌ   نجد ݐ

൝
ݔ ൌ ݐ5  7
ݕ ൌ ݐ13  10

ݖ ൌ ݐ
وھو التمثيل الوسيطي  

  لمستقيم التقاطع.
 كيف تعين تقاطع مستوي و مستقيم ؟ )14(

و التمثيل  ሺܲሻمعادلة المستوي  طريقة :
معادلات  4يشكلان جملة  ሻܦሺالوسيطي للمستقيم 

في معادلة  ݖ،  ݕ،  ݔبأربعة مجاھيل ، نعوض 
ሺܲሻ  ومنه نجد نقطة التقاطع. ݐفنحصل على .  

:ሻܦሺ مثال : ൝
ݔ ൌ 1  ݐ

ݕ ൌ െ1  ݐ2
ݖ ൌ ݐ3

  و 

ሺܲሻ: ݔ3 െ ݕ2  ݖ11 െ 1 ൌ 0 
 

 

ܤܱ ൌ التقاطع   ܴ
  ھو نقطة

ܤܱ ൏ التقاطع   ܴ
  ھو نقطة

ܤܱ  لا يوجد   ܴ
  تقاطع


