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ية الـال ية الديـجمهور  مقراطية الشعبيةـجزائر
ية ال  ثانوي  3مستوى : ـال                                         ـم النزلة     هيثـحسن ابن الـثانو

 ر -ت ر  -شعبة : ع ت                                                 فتاح  ـفة عبد الـالأستاذ: بوق
 مية ـوغاريتـلـال الدواللسلة مفصل لسـحل الـال

برة ت ياضيات ليست إ  هاـا فيمتازـصبح مـتـحقن في جسمك في بداية السنة لـالر
ياضيات   قة اليوميةـمرافـها + التركيز + الـحب =الر

 
Ι-  لتكن الدالة𝑔 0[مجال ـمعرفة على الـال; 𝑔(𝑥) :بــ  ]∞+ = 1 + 𝑥2 − 2𝑥2ln⁡𝑥  

 ، ثـم شكل جدول تغيراتـها  𝑔أدرس تغيرات الدالة  ❶
𝑔(𝑥): معادلةـبين أن الأ/  ❷ = ;1,5[مجال ـالمن 𝛼  قبل حلا وحيداـت ⁡0 2[⁡  
;0[مجال ـعلى ال 𝑔(𝑥)إستنتج إشارة  ب/      +∞[  

Π- 𝑓 0[مجال ـمعرفة على الـالدالة ال; 𝑓(𝑥):بــ  ]∞+ =
ln 𝑥

𝑥2+1
 ،(𝐶𝑓) م ـلثيلها البياني في معـمـت(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
𝑙𝑖𝑚هايتينـأحسب الن ❶

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  ثم فسر النتيجة هندسيا 
 ها ـوشكل جدول تغيرات 𝑓غير الدالة ـجاه تـإت ، ثم إستنتج𝑓′(𝑥)أحسب ❷
𝑓(𝛼)بين أن  ❸ =

1

2𝛼2
  𝑓(𝛼)واستنتج حصرا لــ  

 1عند النقطة ذات الفاصلة  (𝐶𝑓)منحنى ـلل (∆)اس ممـكتب معادلة الأ أ/ ❹
 (∆)و  (𝐶𝑓)أرسم  ب/     
𝑓(𝑥)معادلة:ـد حلول الدع 𝑚حقيقي ـناقش بيانيا حسب قيم العدد ال ❺ =

1

2
𝑥 +𝑚⁡⁡  

❻  ℎ0[جال ـمـمعرفة على الـهي الدالة ال; ℎ(𝑥) :بــ  ]∞+ =
|ln 𝑥|

𝑥2+1
  

 ثم أرسـمه  (𝐶𝑓)إنطلاقا من  (𝐶ℎ)رسم مكن ـإشرح كيف ي    
 

 

 ها ـدول تغيراتـل جـ، ثم شك 𝑔أدرس تغيرات الدالة  ❶
 هايات ـأولا الن 

} :لدينا 

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡[1 + 𝑥2] = 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡⁡[𝑥2 ln 𝑥] = 0
𝑙𝑖𝑚، ومنه  ⁡⁡

𝑥
>
→0

⁡⁡𝑔(𝑥) = 1 

lim
⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

[1 + 𝑥2 − 2𝑥2 ln 𝑥] = +∞−∞⁡ 
lim  : كعامل مشترك 𝑥2ها  نقوم بإستخراج ـإزالتهي حالة عدم تعيين ، ل

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
[𝑥2(

1

𝑥2
+ 1 − 2 ln 𝑥)] = −∞ 

 الدالة   : ثانيا الإشتقاق𝑔   0[تقبل الإشتقاق على;     : ودالتـها الـمشتقة هي ]∞+
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𝑔′(𝑥) = 2𝑥 − 4𝑥𝑙𝑛⁡𝑥 +
1

𝑥
(−2𝑥2) = −4𝑥𝑙𝑛⁡𝑥 

𝑥بـما أن       4𝑥−، فإن  ]∞+;0[∋ < lnعكس إشارة  𝑔′(𝑥)، ومنه إشارة  0 𝑥   ومنه ، 
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡−⁡⁡ −4𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+⁡ ln 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑔′(𝑥) 

;0[متزايدة تـماما على الـمجال  𝑔ومنه الدالة           ]∞+;1]ومتناقصة تـماما على الـمجال  [1
 جدول التغيرات 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑔′(𝑥) 

2 
 
 

1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − ∞ 

 
𝑔(𝑥) 

 
𝑔(𝑥)معادلةـبين أن الأ/  ❷ = ;1,5[مجال ـالمن 𝛼  قبل حلا وحيداـت ⁡0 2[⁡   
;1.5]مجال ـومتزايدة على المستمرة  𝑔الدالة       𝑔(1.5)}  : ولدينا [2 = 1.42

𝑔(2) = −0.54
𝑔(1,5)، ومنه   × 𝑔(2) < 0 

𝑔(𝑥)معادلة  ـال  متوسطة فإنـومنه حسب مبرهنة القيم ال       = ;1,5[مجال ـالمن 𝛼  وحيداتقبل حلا  0 2[⁡   
;0[مجال ـعلى ال 𝑔(𝑥)إستنتج إشارة  ب/ +∞[  

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝛼⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑔⁡(𝑥) 

Π- 𝑓 0[مجال ـمعرفة على الـالدالة ال; 𝑓(𝑥):بــ  ]∞+ =
ln 𝑥

𝑥2+1
 ،(𝐶𝑓) مثيلها البياني في معلم ـت(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
𝑙𝑖𝑚هايتينـأحسب الن ❶

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) ثم فسر النتيجة هندسيا  

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

  [
ln 𝑥

𝑥2 + 1
] = −∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
ln 𝑥

𝑥2 + 1
] =

+∞

+∞
 

lim كعامل مشترك 𝑥إزالتها  نقوم بإستخراج هي حالة عدم تعيين  ل
⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

[
𝑥(
ln𝑥

𝑥
)

𝑥(𝑥+
1

𝑥
)
] = lim

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
[
ln𝑥

𝑥

𝑥+
1

𝑥

] = 0 

 ها ـوشكل جدول تغيرات 𝑓جاه تغير الدالة ـإت م إستنتجـ، ث 𝑓′(𝑥)أحسب ❷
;0[تقبل الإشتقاق على  𝑓الدالة       : مشتقة هيـها الـودالت ]∞+

𝑓′(𝑥) =

1

𝑥
(𝑥2 + 1) − 2𝑥𝑙𝑛⁡𝑥

(𝑥2 + 1)2
=

𝑥2+1−2𝑥2 ln 𝑥

𝑥

(𝑥2 + 1)2
=

𝑔(𝑥)

𝑥(𝑥2 + 1)2
 

𝑥(𝑥2ما أن ـب + 1)2 >   𝑔(𝑥)من إشارة  𝑓′(𝑥)فإن إشارة  0
;1[مجال ـماما على الـمتزايدة ت 𝑓الدالة  𝛼] مجال ـماما على الـومتناقصة ت[𝛼; +∞[  

 



 
 

3 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝛼⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓′(𝑥) 

𝑓(𝛼) 
 
 

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 

 
𝑓(𝑥) 

 
𝑓(𝛼)بين أن  ❸  =

1

2𝛼2
   𝑓(𝛼)واستنتج حصرا لــ  

𝑓(𝛼)  : لدينا =
ln𝛼

𝛼2+1
⁡…… . 𝑔(𝛼)ما سبق ـ، ولدينا م (1) = 1أي   0 + 𝛼2 − 2𝛼2 ln 𝛼 =  ومنه  0

ln 𝛼 =
1 + 𝛼2

2𝛼2
…… . (2) 

يض  𝑓(𝛼)جد    ـن  (1)في  (2)بتعو =
1+𝛼2

2𝛼2

𝛼2+1
=

1+𝛼2

2𝛼2
×

1

𝛼2+1
=

1

2𝛼2
   

  و . هــ . م
   𝑓(𝛼)حصرا لــ  استنتاج   

1.5 : لدينا < 𝛼 < 2.25  ئـ، يكاف  2 < 𝛼2 < 4.5  ئـ، يكاف 4 < 2𝛼2 < 1  ئـ، يكاف  8

8
<

1

2𝛼2
<

1

4.5
  

0.12 < 𝑓(𝛼) < 0.22 
 1عند النقطة ذات الفاصلة  (𝐶𝑓)للمنحنى  (∆)مماس ـكتب معادلة الأ أ/ ❹

(∆): 𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 
(∆): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(∆): 𝑦 =
1

2
(𝑥 − 1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 (∆)و  (𝐶𝑓)أرسم  ب/     
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𝑓(𝑥)د حلول المعادلة:دع 𝑚حقيقي ـناقش بيانيا حسب قيم العدد ال ❺ =
1

2
𝑥 +𝑚⁡⁡  

𝑦معادلة ـم ذو القيـمستـالمع  (𝐶𝑓)منحني ـقاطع الـقاط تـمعادلة بيانيا هو فواصل نـحلول ال =
1

2
𝑥 + 𝑚 

 المناقشة  𝑚قــيم 

𝑚 ∈ ]−∞;−
1

2
 للمعادلة حلان متمايزان ]

𝑚 = −
1

2
 للمعادلة حلا وحيدا 

𝑚 ∈ ]−
1

2
 المعادلة ليس لها حلول ]∞+;

❻  ℎ 0[مجال ـى الـمعرفة علـالهي الدالة; ℎ(𝑥) :بــ  ]∞+ =
|ln 𝑥|

𝑥2+1
  

  مه ـثم أرس (𝐶𝑓)إنطلاقا من (𝐶ℎ)مكن رسم ـإشرح كيف ي    
 مطلقة ـز القيمة الـدون رم ℎ(𝑥)جب أن نكتب ـأولا ي    

ℎ(𝑥) = {

ln 𝑥

𝑥2 + 1
= 𝑓(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; ln 𝑥 ≥ 0

−
ln 𝑥

𝑥2 + 1
= −𝑓(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; ln 𝑥 ≤ 0⁡

 

ℎ(𝑥) = {

ln 𝑥

𝑥2 + 1
= 𝑓(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; 𝑥 ≥ 1

−
ln 𝑥

𝑥2 + 1
= −𝑓(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; 0 < 𝑥 ≤ 1⁡

 

𝑥ما يكون ـل    ≥ ℎ(𝑥)فإن  1 = 𝑓(𝑥)  ومنه ،(𝐶ℎ)  ينطبق على(𝐶𝑓) 
0ما يكون ـل    < 𝑥 ≤ ℎ(𝑥)فإن  1 = −𝑓(𝑥)  ومنه ،(𝐶ℎ)  نظير(𝐶𝑓) محور الفواصلـبالنسبة ل 
 
Ι-  نعتبر الدالةℎ معرفةـال ℝ ما يلي: ـكℎ(𝑥) = ln⁡(1 + 𝑒𝑥)  ،(𝐶) م ـمثيلها البياني في معلـت(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
ℎ(𝑥): فإن  ⁡𝑥حقق انه من أجل كل عدد حقيقيـت ❶ = 𝑥 + ln⁡(1 + 𝑒−𝑥)  
𝑙𝑖𝑚أ/ أحسب  ❷

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
 ℎ(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

⁡⁡⁡⁡𝑥→−∞
 ℎ(𝑥) ثم فسر النتيجة الثانية هندسيا ، 

  ها ـل جدول تغيراتـ، ثم شك ℎالدالة جاه تغير ـأدرس تغير ات ب/
𝑦 ةـعادلـمـذا ال (∆) مستقيمـال أنأ/ بين  ❸ = 𝑥 ىمنحنـلـمقارب مائل ل(𝐶) جوار ـب+∞  
 (𝐶) مع (∆)أدرس الوضع النسبي لـ  ب/     

    (𝐶)⁡ ثم أرسم ، فسر النتيجة هندسياو ،  ℎ(0)أحسب  /ج 
Π-  الدالة نعتبر𝑓 معرفة على ـالℝ  :بـ⁡،⁡𝑓(𝑥) = ln⁡(1 + 𝑒−|𝑥|) (𝐶𝑓) م ـفي معل منحناها البياني(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)   
𝑓(𝑥)أ/ برهن أن  ❹ = ℎ(𝑥)⁡  جال يطلب تعيينهـعلى م   

  𝑓ة ـدالـلـمـحور التراتيب هو مـحور تناظر لبين أن  ب/
  م السابقـمعلـلفس اـمه في نـ، ثم ارس (𝐶)⁡انطلاقا من (𝐶𝑓) مكن رسمـشرح كيف يإ ❺
𝑓(𝑥)معادلة ـقبل الـحيث تـب 𝑚حقيقي ـوسيط الالعين بيانيا قيم  ❻ = −𝑚⁡  الإشارةختلفين في مـحلين 
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ℎ(𝑥): فإن ⁡𝑥نه من أجل كل عدد حقيقيأحقق ـت ❶ = 𝑥 + ln⁡(1 + 𝑒−𝑥)  
ln(1 + 𝑒𝑥) = ln[𝑒𝑥(𝑒−𝑥 + 1)] = ln 𝑒𝑥 + ln(𝑒−𝑥 + 1) = 𝑥 + (𝑒−𝑥 + 1) = ℎ(𝑥) 

 و . هـ . م
𝑙𝑖𝑚أ/ أحسب  ❷ 

𝑥→+∞
 ℎ(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
 ℎ(𝑥) ثانية هندسياـم فسر النتيجة الـ، ث 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 [ln(1 + 𝑒𝑥)] = +∞ 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 [ln(1 + 𝑒𝑥)] = 0 
𝑦 =  ∞−جوار ـب (𝐶)رب أفــقي لــ مستقــيم مقا 0
  ها ـدول تغيراتتل جـم شكـ، ث ℎأدرس تغير اتجاه تغير الدالة  ب/
ℎ′(𝑥) : ودالتـها الـمشتقة هيا ℝتقبل الإشتقاق على  ℎالدالة         =

𝑒𝑥

1+𝑒𝑥
> 0 

    ℝمتزايدة تـماما على  ℎومنه الدالة        
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡ 𝑥 

+ ℎ′(𝑥) 
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+∞⁡ 

 
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⁡ 
ℎ(𝑥)⁡⁡ 

yمعادلة  ـال وذ (∆) مـمستقيـال أنأ/ بين  ❸ = 𝑥 يمقارب مائل للمنحن (𝐶) وار جـب+∞  
lim

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
[ℎ(𝑥) − 𝑥] = lim

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
[ln⁡(1 + 𝑒−𝑥)] = 0 

 و . هـ . م
ℎ(𝑥)   : ندرس إشارة الفرق : (𝐶) مع (∆)أدرس الوضع النسبي لـ  ب/     − 𝑥 = ln⁡(1 + 𝑒−𝑥) 

𝑒−𝑥  لدينا        > 1، أي   0 + 𝑒−𝑥 > 𝑥، وبـما أن الدالة  1 ↦ ln 𝑥 ا فإن متزايدة تمامln⁡(1 + 𝑒−𝑥) > 0 
ℎ(𝑥)ومنه         − 𝑥 >  (∆)يقع فوق  (𝐶)و منه نستنتج أن ،  0

  (𝐶)⁡.ثم أرسم ، فسر النتيجة هندسياو ، ℎ(0)أحسب  /جـ 
ℎ(0) = ln(1 + 𝑒0) = ln 2 

;0)يقطع مـحور الـتراتيب في النقطة  (𝐶)ومنه   ln 2)  
Π-  الدالة نعتبر𝑓 معرفة على ـالℝ  :بـ⁡،⁡𝑓(𝑥) = ln⁡(1 + 𝑒−|𝑥|) (𝐶𝑓) في معلم  منحناها البياني(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)   
𝑓(𝑥)برهن أن أ/  ❹ = ℎ(𝑥)⁡  على مجال يطلب تعيينه   

𝑓(𝑥) = {
ln⁡(1 + 𝑒−𝑥) = ℎ(−𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; 𝑥 ≥ 0

ln(1 + 𝑒𝑥) ⁡= ℎ(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; 𝑥 ≤ 0⁡
 

𝑥من أجل     ∈ ]−∞; 𝑓(𝑥)فإن  [0 = ℎ(𝑥)  
  𝑓حور تناظر للدالة ـحور التراتيب هو مـمبين أن  ب/

𝑥من أجل كل            ∈ 𝐷𝑓   و ، −𝑥 ∈ 𝐷𝑓 
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𝑓(−𝑥) = ln⁡(1 + 𝑒−|−𝑥|) = ln⁡(1 + 𝑒−|𝑥|) = 𝑓(𝑥) 
  (𝐶𝑓)زوجية ، ومنه مـحور التراتيب هو مـحور تناظر للمنحني  𝑓ومنه نستنتج أن الدالة  

  ، ثم ارسمه في نفس المعلم السابق (𝐶)⁡انطلاقا من(𝐶𝑓)ح كيف يمكن رسمشرإ ❺
𝑥لـما يكون       ∈ ]−∞; 𝑓(𝑥)فإن  [0 = ℎ(𝑥)  ومنه(𝐶𝑓)  ينطبق على⁡(𝐶)  
 نكـمـل الرسم بالتناظر بالنسبة لــمحور التراتيب .  زوجية 𝑓الدالة وبـما أن      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑓(𝑥)معادلة ـحيث تقبل الـب 𝑚وسيط الحقيقي القيم  عين بيانيا ❻ = −𝑚⁡ ختلفين في الاشارةـحلين م 
−𝑚 ∈ ]0; ln 𝑚 أي   ]2 ∈ ]− ln 2 ; 0[ 

  
 

Ι-  لتكن الدالة𝑔  0[الـمعرفة على; 𝑔(𝑥) :بــ  ]∞+ = 𝑥2 + 2 − 2ln⁡𝑥 
  ⁡𝑔(1) واحسب 𝑔 ادرس تغيرات الدالة ❶
𝑔(𝑥) :فإن  ⁡]∞+;0[من  𝑥جل كل أاستنتج انه من  ❷ > 0 

Π- 𝑓 0[مجال ـدالة عددية معرفة على ال; 𝑓(𝑥) :بــ  ]∞+ = 𝑥 +
2ln⁡𝑥

𝑥
  ،(𝐶𝑓)  منحناها البيانـي في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

) 
𝑙𝑖𝑚حسب أأ/   ❶

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)       
yمعادلة  ـذا ال (D) مستقيمـيقبل ال (𝐶𝑓)منحنى ـال أنبين  ب/      = 𝑥 مقاربا مائلا له عند +∞ 
  (D)مستقيم ـنسبة للـبال (𝐶𝑓) ىمنحنـحدد وضعية ال /جـ     
;0[مجال ـال من ⁡𝑥 عدد حقيقي كل جلأ نه منأأ/ بين   ❷ 𝑓′(𝑥) :فإن  ]∞+ =

𝑔(𝑥)

𝑥2
  

 ها ـاتم شكل جدول تغيرـ، ث ⁡𝑓 جاه تغير الدالةـاستنتج ات ب/     
 له اكتب معادلة ثم  (D)م ـمستقيـلـمواز ل (𝐶𝑓)للـمنحنى  (∆)ماس وحيد ـبين انه يوجد م ❸
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1:  هاـقطة فاصلتـحور الفواصل في نـيقطع حامل م (𝐶𝑓)منحنى ـال أنبين  ❹

2
≺ 𝛼 ≺ 1 

  (𝐶𝑓)منحنىـوال (D) و (∆) مستقيمينـال أنشئ ❺
𝑚𝑥معادلة : ـعدد حلول ال 𝑚حقيقي ـالناقش بيانيا حسب قيم العدد  ❻ − 2 ln(𝑥) = 0 

 
 

  ⁡𝑔(1)واحسب 𝑔ادرس تغيرات الدالة  ❶
 هايات ـأولا الن 

}   : لدينا

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡[𝑥2 + 2] = 2

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡⁡[−2 ln 𝑥] = +∞
𝑙𝑖𝑚،     ومنه    ⁡

𝑥
>
→0

⁡⁡𝑔(𝑥) = +∞ 

lim
⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

[𝑥2 + 2 − 2ln⁡𝑥] = +∞−∞ 
lim  : كعامل مشترك 𝑥2ها  نقوم بإستخراج ـإزالتهي حالة عدم تعيين  ل 

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
𝑥2 (1 +

2

𝑥2
− 2

ln 𝑥

𝑥2
) = +∞ 

 الدالة   : ثانيا الإشتقاق𝑔   0[تقبل الإشتقاق على;     : مشتقة هيـها الـودالت ]∞+

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 −
2

𝑥
=
2𝑥2 − 2

𝑥
 

𝑥ما أن ـب  ق من إشارة البسط ـمشتـفإن إشارة ال ]∞+;0[∋

  𝑔′(𝑥) = 2𝑥2، معناه  0 − 2 = 𝑥2، ومنه  0 = }، ومنه  1
𝑥 = 1

𝑥 = −1⁡ ∉ ⁡𝐷𝑔⁡⁡⁡(مرفوض⁡)⁡ 
 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔′(𝑥) 
;0[مجال ـماما على الـقصة تمتنا 𝑔ومنه الدالة   ]∞+;1]مجال ـماما على الـومتزايدة ت [1

𝑔(1) لدينا                       : ⁡𝑔(1)احسب = 12 + 2 − 2 ln 1 = 3  
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔′(𝑥) 
+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 
 
 

3 

 
𝑔(𝑥) 

 
𝑔(𝑥) :فإن  ⁡]∞+;0[من  𝑥استنتج انه من أجل كل  ❷ > 0  
  ]∞+;0[من  𝑥منه من أجل كل و 3 قيمة حدية صغرىقبل ـت 𝑔نلاحظ من جدول التغيرات أن الدالة    
𝑔(𝑥)فإن      ≥ 3 > 𝑔(𝑥) :فإن  ⁡]∞+;0[من  𝑥من أجل كل ومنه  0 > 0⁡  
Π- 𝑓 0[مجال ـدالة عددية معرفة على ال; 𝑓(𝑥): بـ   ]∞+ = 𝑥 +

2ln⁡𝑥

𝑥
  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

) 
𝑙𝑖𝑚أحسب أ/   ❶

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  

 23 حل تمرين
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 {

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡ [𝑥] = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

[
2ln𝑥

𝑥
] = −∞

⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = −∞           {
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[⁡ 𝑥] = +∞

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
2ln⁡𝑥

𝑥
] = 0

⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = +∞ 

yمعادلة  ـذا ال (D)مستقيمـيقبل ال (𝐶𝑓)منحنى ـبين أن الب/       = 𝑥 ه عند ـمقاربا مائلا ل+∞ 

lim
⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − 𝑥] = lim
⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

[
2ln⁡𝑥

𝑥
] = 0 

 و . هـ . م
   (𝐶) مع(D)ب/ أدرس الوضع النسبي لـ     
𝑓(𝑥)   : ندرس إشارة الفرق        − 𝑥 =

2ln⁡𝑥

𝑥
  

𝑥ما أن ـب          ومنه   ln𝑥فإن إشارة الفرق من إشارة  ]∞+;0[∋
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓(𝑥) − 𝑥 
 

 
 الوضع النسبي 

 
;0[مجال ـمن ال ⁡𝑥بين أنه من أجل كل عدد حقيقي أ/   ❷ 𝑓′(𝑥)فإن :  ]∞+ =

𝑔(𝑥)

𝑥2
  

𝑓′(𝑥) = 1 +

2

𝑥
× 𝑥 − 2 ln 𝑥

𝑥2
= 1 +

2 − 2 ln 𝑥

𝑥2
=
𝑥2 + 2 − 2 ln 𝑥

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

  و . هــ . م
 هاـ، ثم شكل جدول تغيرات ⁡𝑓جاه تغير الدالة ـاستنتج اتب/      
𝑥2ما أن ـب      > 𝑔(𝑥)، و  0 > 𝑓′(𝑥)فإن  0 > ;0[ماما على ـت متزايدة 𝑓ومنه الدالة  0 +∞[ 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡ 𝑥 
+ 𝑓′(𝑥) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+∞⁡ 
 
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⁡ 
𝑓(𝑥)⁡⁡ 

 ه ـة لـم اكتب معادلـث ، (D)مستقيم ـمواز لل(𝐶𝑓)للمنحني (∆)ماس وحيد ـبين انه يوجد م ❸
𝑓′(𝑥0)معادلة ـحل الـن 𝑥0للبحث عن      = 𝑔(𝑥0)، أي  1

𝑥0
2
= 𝑔(𝑥0)، أي   1 = 𝑥0

2   
𝑥0 :لدينا 

2 + 2 − 2 ln 𝑥0 = 𝑥0
2، ومنه  2 − 2 ln 𝑥0 = 2ومنه  ، 0 ln 𝑥0 = ln، ومنه  2 𝑥0 = 1 

𝑥0ومنه      = 𝑒
1 

𝑥0نقطة ذات الفاصلة ـفي ال (D)قيم ـمستـيوازي ال (∆)ماسا وحيد ـيقبل م (𝐶𝑓)ومنه      = 𝑒
1  

(∆): 𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 
(∆): 𝑦 = 𝑓′(𝑒1)(𝑥 − 𝑒1) + 𝑓(𝑒1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 
(∆): 𝑦 = 1(𝑥 − 𝑒1) + 𝑒1 + 2𝑒−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(∆): 𝑦 = 𝑥 + 2𝑒−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(𝐶𝑓) 

 فوق  
(D) 

(𝐶𝑓) يقطع 
(D)  فيA(1; 1) 

 

(𝐶𝑓) 

 تحت 
(D) 
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1:  هاـقطة فاصلتـحور الفواصل في نـيقطع حامل م (𝐶𝑓) ىمنحنـبين أن ال ❹

2
≺ 𝛼 ≺ 1 

]مـجال ـماما على الـمستمرة ومتزايدة ت 𝑓الدالة    
1

2
; }  : ولدينا [1

𝑓 (
1

2
) = −2,22

𝑓(1) = 1
)𝑓 ، ومنه  

1

2
) × 𝑓(1) < 0    

1ها: ـحور الفواصل في نقطة فاصلتـيقطع حامل م (𝐶𝑓)منحني ـالمتوسطة فإن ـومنه حسب مبرهنة القيم ال

2
≺ 𝛼 ≺ 1 

  (𝐶𝑓) منحنىـوال (D)و  (∆) مستقيمينـأنشئ ال ❺
 
 

 

 

 

 

 

 

 

𝑚𝑥معادلة : ـدد حلول الـع 𝑚حقيقي ـناقش بيانيا حسب قيم العدد ال ❻ − 2 ln(𝑥) = 0 
𝑚𝑥معادلة ـال    − 2 ln(𝑥) = 2ئ  ـتكاف  0 ln(𝑥) = 𝑚𝑥   2ئ  ـتكاف ln(𝑥)

𝑥
= 𝑚    

𝑥ئ  ـتكاف    +
2 ln(𝑥)

𝑥
= 𝑥 +𝑚   ئ ـتكاف 𝑓(𝑥) = 𝑥 +𝑚 

𝑦معادلة ـمستقيم ذو الـمع  ال (𝐶𝑓) ىمنحنـقاطع الـقاط تـمعادلة بيانيا هو فواصل نـحلول ال   = 𝑥 +𝑚 
 مناقشة ـال 𝑚قــيم 

𝑚 ∈ ]−∞;  للمعادلة حلا وحيدا  [0
𝑚 ∈ ]0; 2𝑒−1[ ن متمايزانللمعادلة حلا 
𝑚 = 2𝑒−1 للمعادلة حلا وحيدا 

𝑚 ∈ ]2𝑒−1;  معادلة ليس لها حلولـال ]∞+
 

 

Ι- ℎ الـمجال دالة معرفة على ] − ℎ(𝑥) : ــب ⁡]∞+;1 = 𝑥2 + 2𝑥 + ln⁡(𝑥 + 1)  
⁡حسب أ ❶ 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→−1

 ℎ(𝑥)⁡ و𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 ℎ(𝑥)  
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[من  𝑥جل أنه من أبين  ❷ − ℎ′(𝑥)بــ   ⁡]∞+;1 =
1+2(𝑥+1)2

𝑥+1
  ℎثم شكل جدول تغيرات  

   𝑥حسب قيم  ℎ(𝑥)استنتج إشارة ثم  ℎ(0)حسب أ ❸
Π- 𝑓 على دالة معرفة  ] − 𝑓(𝑥) : بـ ]∞+;1 = 𝑥 − 1 −

ln⁡(𝑥+1)

𝑥+1
  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
𝑙𝑖𝑚حسب أ أ/ ❶

𝑥
>
→−1

 𝑓(𝑥)⁡ وفسر النتيجة بيانيا  

𝑙𝑖𝑚باستخدام النتيجة   ب/   
𝑡→+∞

 
𝑒𝑡

𝑡
= ،ن:  أبرهن ،  ∞+ 𝑙𝑖𝑚

𝑢→+∞
 
ln 𝑢

𝑢
= 𝑙𝑖𝑚استنتج ثم  ⁡0

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
 𝑓(𝑥) 

𝑙𝑖𝑚حسب أأ/  ❷
⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

 [𝑓(𝑥) − (𝑥 −  (𝐶𝑓) ىمنحنـواستنتج وجود مستقيم مقارب مائل لل ⁡[(1
  مائلـمقارب الـقيم الـمستـال إلىبالنسبة  (𝐶𝑓) منحنىـدرس وضعية الأ ب/   

[الـمجال من  𝑥جل كل أنه من أبين  ❸ − ⁡𝑓′(𝑥)بـ :   ]∞+;1 =
ℎ(𝑥)

(𝑥+1)
 𝑓 الدالة م شكل جدول تغيراتـث ،2

𝑦 معادلةـم ذو الـــمستقيـيقطع ال (𝐶𝑓)منحنى ـال أنبين  ❹ =  3,4و  ⁡3,3حصورة بين ـها مـقطة فاصلتـعند ن 2
  (𝐶𝑓)أرسم  ❺

 
 

⁡حسب أ ❶ 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

 ℎ(𝑥)⁡ و𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 ℎ(𝑥)  

 {

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

 [𝑥2 + 2𝑥] = −1

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

 [ln(𝑥 + 1)] = −∞
⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→−1

 ℎ(𝑥) = −∞    ،{
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 [𝑥2 + 2𝑥] = +∞

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 [ln(𝑥 + 1)] = +∞
⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 ℎ(𝑥) = +∞ 

[من  𝑥جل أنه من أبين  ❷ − ℎ′(𝑥)بــ   ⁡]∞+;1 =
1+2(𝑥+1)2

𝑥+1
 ℎثم شكل جدول تغيرات  

ℎ′(𝑥) = 2𝑥 + 2 +
1

𝑥 + 1
= 2(𝑥 + 1) +

1

𝑥 + 1
=
2(𝑥 + 1)(𝑥 + 1) + 1

𝑥 + 1
=
1 + 2(𝑥 + 1)2

𝑥 + 1
 

  و . هــ . م
𝑥بـما أن       ∈] − 𝑥، فإن  ⁡]∞+;1 + 1 > 1، ولدينا  0 + 2(𝑥 + 1)2 > 0  

ℎ′(𝑥)ومنه       > [ماما على الـمجال ـمتزايدة ت ℎ، إذن الدالة  0 − 1;+∞[  
−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡ 𝑥 

+ ℎ′(𝑥) 
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+∞⁡ 

 
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⁡ 
ℎ(𝑥)⁡⁡ 

   𝑥حسب قيم  ℎ(𝑥)استنتج إشارة ثم  ℎ(0)حسب أ ❸
ℎ(0) = 02 + 2(0) + ln(0 + 1) = 0 
−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ℎ(𝑥) 
 

Π- 𝑓 المجال  على دالة معرفة] − 𝑓(𝑥) : بـ ]∞+;1 = 𝑥 − 1 −
ln⁡(𝑥+1)

𝑥+1
  ،(𝐶𝑓) منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
𝑙𝑖𝑚حسب أ أ/ ❶

𝑥
>
→−1

 𝑓(𝑥)⁡ وفسر النتيجة بيانيا  
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{

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

 [𝑥 − 1] = −2

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

  [−
ln(𝑥+ 1)

𝑥 + 1
] = +∞

⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

 𝑓(𝑥) = +∞ 

𝑥مستقيم ـومنه ال   =   (𝐶𝑓)مودي لــ ـمقارب ع 1−
𝑙𝑖𝑚باستخدام النتيجة   ب/   

𝑡→+∞
 
𝑒𝑡

𝑡
= 𝑙𝑖𝑚ن:  أبرهن  ∞+

𝑢→+∞
 
ln 𝑢

𝑢
= 𝑙𝑖𝑚استنتج ،  ثم  ⁡0

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥) 

𝑢بوضع      = 𝑒𝑡   أيln 𝑢 = 𝑡 
𝑡ما  ـل     → 𝑢فإن  ∞+ → +∞  

𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

 
𝑒𝑡

𝑡
= 𝑙𝑖𝑚

𝑡→+∞
 
u

ln 𝑢
= +∞ 

lnما أن  ـب 𝑢

𝑢
=

1
u

ln𝑢

𝑙𝑖𝑚              ، فإن 
𝑢→+∞

 
ln 𝑢

𝑢
= 𝑙𝑖𝑚

𝑢→+∞
 
1
u

ln𝑢

= 0 
  و . هــ . م          

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [𝑥 − 1 −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
] = +∞ 

𝑙𝑖𝑚حسب أأ/  ❷
𝑥→+∞

 [𝑓(𝑥) − (𝑥 −  (𝐶𝑓) يواستنتج وجود مستقيم مقارب مائل للمنحن ⁡[(1

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 [𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [−
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
] = 0⁡ 

:(𝐷)مستقيم ـومنه نستنتج أن ال    𝑦 = 𝑥 −   ∞+بـجوار  (𝐶𝑓) يمنحنـمائل للمقارب  1
  مقارب المائلـمستقيم الـال إلىبالنسبة  (𝐶𝑓)منحنىـدرس وضعية الأ ب/    

𝑓(𝑥) :ندرس إشارة الفرق           − (𝑥 − 1) = −
ln(𝑥+1)

𝑥+1
 

𝑥ما أن ـب          ∈] − 𝑥، فإن  ⁡]∞+;1 + 1 > −ومنه إشارة الفرق من إشارة  0 ln(𝑥 + 1) 
      −ln(𝑥 + 1) ≥ ln(𝑥   ئـ، يكاف 0 + 1) ≤ ln(𝑥  ئـ، يكاف 0 + 1) ≤ ln 𝑥   ئـ، يكاف 1 + 1 ≤ 1 

𝑥  ئـيكاف ≤ 0  
−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) 
  

 الوضع النسبي
 

[مجال ـالمن  𝑥جل كل أنه من أبين  ❸ − ⁡𝑓بـ :   ]∞+;1
′
(𝑥) =

ℎ(𝑥)

(𝑥+1)
 𝑓م شكل جدول تغيرات ـث ، 2

𝑓′(𝑥) = 1 −

1

𝑥+1
(𝑥 + 1) − ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
= 1 −

1 − ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
=
(𝑥 + 1)2 + 1 + ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
 

𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 1 + ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
=
𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
=

ℎ(𝑥)

(𝑥 + 1)2
 

 و . هــ . م

(𝐶𝑓) 

 حتـت
(D) 

(𝐶𝑓) يقطع 
(D)  في

A(0;−1) 
 

(𝐶𝑓) 

 فوق 
(D) 
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𝑥)ما أن ـب        + 1)2 >   ℎ(𝑥)ق من إشارة ـمشتـفإن إشارة ال 0
;1−[ماما على ـمتناقصة ت 𝑓ومنه نستنتج أن          ]∞+;0]مجال  ـماما على الـومتزايدة ت [0

−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓′(𝑥) 

+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 
 
 

−1 

 
𝑓(𝑥) 

 
𝑦 معادلةـم ذو الـــمستقيـيقطع ال (𝐶𝑓) يمنحنـال أنبين  ❹ =  3,4و  ⁡3,3حصورة بين ـها مـقطة فاصلتـعند ن 2
;3,3]مـجال ـماما على الـمستمرة ومتزايدة ت 𝑓الدالة          : ولدينا [3,4

{
𝑓(3,3) = 1,9 < 2

𝑓(3,4) = 2,06 > 2
 

𝑦 معادلةـم ذو الـــمستقيـيقطع ال(𝐶𝑓) يلمنحنمتوسطة فإن اـنه حسب مبرهنة القيم الوم       =        ها ـقطة فاصلتـعند ن 2
 3,4و  ⁡3,3حصورة بين ـم      
  (𝐶𝑓)أرسم  ❺

 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
Ι- 𝑓  دالة معرفة علىℝ∗  : بـ𝑓(𝑥) = 1 −

ln 𝑥2

𝑥
، (𝐶𝑓)  ومتجانس م متعامد ـمعلمنحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

) 
𝑓(−𝑥)حسبأ❶ + 𝑓(𝑥)⁡ ى منحنـالنسبة لل، ماذا تستنتج ب(𝐶𝑓)    
𝑙𝑖𝑚النهايتينأحسب  ❷

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡ و𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  ثم استنتج النهایتین𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 𝑓(𝑥)⁡ و𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥)سيا، وفسر النتائج هند  
 ⁡𝑓 الدالة ، ثم شكل جدول تغيرات هـوأدرس إشارت 𝑓′(𝑥)أحسب ❸

 

 20 التمرين
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:(Δ)مـــمستقيـيقطع ال (𝐶𝑓)منحنىـأثبت أن ال ❹ 𝑦 =  هماـين يطلب تعيين إحداثيتيــي نقطتف ⁡1
𝑓(𝑥) معادلةـبين أن الأ/  ❺ = [مجال ـالمن  α تقبل حلا وحيدا ⁡0 − 1;−

1

2
[⁡   

 1عند النقطة ذات الفاصلة  (𝐶𝑓)منحنى ـلل (D)اس ممـأكتب معادلة ال ب/    
;𝐴(0يشمل النقطة  (T) ماسا وحيداـم (𝐶𝑓)أثبت أن للمنحنى  ❻ ي (1    .  في نقطتين يطلب  (𝐶𝑓)مس المنحنى ـو

  (T)مماس ـمعادلة لل كتبم أـث ، هماـإحداثيات  تعيين    .
  (𝐶𝑓) و (∆)، (T)أرسمأ/ ❼⁡
𝑓(𝑥) معادلةـعدد وإشارة حلول ال 𝑚حقيقي ـقش بیانیا حسب قيم الوسيط النا ب/    = 𝑚𝑥 + 1 

ℎ - II  معرفة علىـالدالة ال ℝ∗  ما يلي: ـكℎ(𝑥) = 1 +
ln 𝑥2

|𝑥|
 ،(𝐶ℎ) مثيلها البياني في معلمـت  (𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
  دالة زوجيةℎ  بين أن  ❶
  معللا إجابتك (𝐶ℎ)ارسم ،  ℎدون دراسة تغيرات الدالة  ❷

 

𝑓(−𝑥)أحسب ❶ + 𝑓(𝑥)⁡ ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني ،(𝐶𝑓)   
𝑓(−𝑥)  :      𝑓(−𝑥)نحسب  : أولا  = 1 −

ln(−𝑥)2

−𝑥
= 1 +

ln 𝑥2

𝑥
 

يض ن   𝑓(−𝑥)جد                   ـبالتعو + 𝑓(𝑥) = 1 +
ln 𝑥2

𝑥
+ 1 −

ln 𝑥2

𝑥
= 2 

𝑓(−𝑥)                                              : لدينا من جهة   + 𝑓(𝑥) = 2 
𝑓(2𝛼                                    : رىـومن جهة أخ   − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2𝛽  

}  : جدـمطابقة نـبال  
2𝛼 = 0
2𝛽 = 2

}، ومنه  
𝛼 = 0
𝛽 = 1

 
;𝐴(0ج أن النقطة ومنه نستنت        (𝐶𝑓)ناظر للمنحني ـز تـركـم (1
𝑙𝑖𝑚هايتينـأحسب الن ❷

⁡⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)و⁡  𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [1 −
ln 𝑥2

𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [1 −

2ln|𝑥|

𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [1 −

2ln 𝑥

𝑥
] = 1 

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

   [1 −
ln 𝑥2

𝑥
] = +∞ 

𝑙𝑖𝑚هایتین ـاستنتج الن   
⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥→−∞

 𝑓(𝑥)⁡ و𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥) 
𝑓(−𝑥)  : ما سبقـلدينا م + 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)  : ومنه 2 = 2 − 𝑓(−𝑥)  

𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→0

 [2 − 𝑓(−𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 ⁡[2 − 𝑓(𝑥)] = 2 − (+∞) = −∞ 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 [2 − 𝑓(−𝑥)] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 ⁡[2 − 𝑓(𝑥)] = 2 − 1 = 1 
 ج هندسيا  ـتفسير النتائ  
𝑥مستقيم ـال   =   (𝐶𝑓)مودي لــ ـمستقيم مقارب ع 0
𝑦مستقيم ـال   =  ∞+و  ∞−جوار ـب (𝐶𝑓)لــ أفــقـي  مستقيم مقارب  1

 20 حل تمرين
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 ⁡𝑓م شكل جدول تغيراتـ، ث وأدرس إشارته 𝑓′(𝑥)أحسب ❸

𝑓′(𝑥) = −

2

𝑥
(𝑥) − ln 𝑥2

𝑥2
= −

2 − ln 𝑥2

𝑥2
=
−2 + ln 𝑥2

𝑥2
 

𝑥2ما أن ـب     > 2−)من إشارة  𝑓′(𝑥)فإن إشارة  0 + ln 𝑥2)  
    −2 + ln 𝑥2 ≥ ln  : ئـ، يكاف 0 𝑥2 ≥ 𝑥2  : ئـ، يكاف  2 ≥ 𝑒2   ،ئـيكاف :    𝑥 < −𝑒   و𝑥 > 𝑒  

𝑥 ∈ ]−∞;−𝑒] ∪ [𝑒;+∞[ 
 −∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − e⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡e⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓′(𝑥) 
;𝑒−]مجالين ـماما على الـومتناقصة ت ]∞+;𝑒]و  [𝑒−;∞−[مجالين ـماما على الـمتزايدة ت 𝑓 ومنه  ;0[ و ]0 𝑒]   

 −∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − e⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡e⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓′(𝑥) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡≈ 1,7⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡ 
 

1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − ∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ ≈ 0,26⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 
𝑓(𝑥) 

 
:(Δ)مستقيـــمـيقطع ال (𝐶𝑓) منحنىـأثبت أن ال ❹ 𝑦 =  هماـفي نقطتــين يطلب تعيين إحداثيتي ⁡1

𝑓(𝑥) معادلة   ـحل الـن   = 1  
 1 −

ln 𝑥2

𝑥
= −ئ ـ، يكاف 1

ln 𝑥2

𝑥
= lnئ ـ، يكاف ⁡0 𝑥2

𝑥
= lnئ  ـ، يكاف ⁡0 𝑥2 = 𝑥2ئ  ـ، يكاف 0 = 1  
𝑥 = 𝑥   أو  1 = −1 

:(Δ)قيـــمـمستـيقطع ال (𝐶𝑓)المنحني ومنه  𝑦 = ;1−)نقطتــين ـي الـف ⁡1 ;1)و  (1 1) 
𝑓(𝑥)معادلة ـبين أن الأ/  ❺ = [مجال ـمن ال αقبل حلا وحيدا ـت ⁡0 − 1;−

1

2
[⁡   

−;1−] مـجالـماما على الـمستمرة ومتزايدة ت 𝑓الدالة 
1

2
}  : ولدينا [

𝑓(−1) = 1

𝑓 (−
1

2
) = −1,7

⁡ ، 𝑓(−1) × 𝑓 (−
1

2
) < 0  

𝑓(𝑥)معادلة ـالمتوسطة فإن ـومنه حسب مبرهنة القيم ال       = [مجال ـمن ال αتقبل حلا وحيدا  ⁡0 − 1;−
1

2
[⁡   

 1نقطة ذات الفاصلة ـعند ال (𝐶𝑓)منحنى ـلل (D)مماس ـلأكتب معادلة اب/     
(D): 𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 
(D): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(D): 𝑦 = −2𝑥 + 3 
; 𝐴(0يشمل النقطة  (T)ماسا وحيدا ـم (𝐶𝑓)ي أثبت أن للمنحن ❻ ي (1     في نقطتين يطلب  (𝐶𝑓)منحنى ـمس الـو

  (T)م أكتب معادلة للمماس ـث ، هماـإحداثياتتعيين         .
1معادلة    ـحل الـن 𝑥0للبحث عن        = 𝑓′(𝑥0)(0 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 

1 = −𝑥0 × 𝑓
′(𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 

1 = −𝑥0 (
−2 + ln 𝑥0

2

𝑥0
2

) + 1 −
ln 𝑥0

2

𝑥0
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0 =
2 − ln 𝑥0

2

𝑥0
−
ln 𝑥0

2

𝑥0
 

2 − 2 ln 𝑥0
2

𝑥0
= 0 

2 − 2 ln 𝑥0
2 = 0 

ln 𝑥0
2 = 1 

𝑥0
2 = 𝑒1 ⁡⇒ {

𝑥0 = √𝑒
1

𝑥0 = −√𝑒
1
 

; 𝐴(0يشمل النقطة  (T)ماسا وحيدا ـميقبل  (𝐶𝑓)منحني ـومنه ال ي (1 في النقطتين  (𝐶𝑓)منحنى ـمس الـو
(√𝑒1; 1 −

1

√𝑒1
;𝑒1√−)، و  ( 1 +

1

√𝑒1
) 

𝑥0ر سيان سواء عوضنا بـ ـالأم : (T)أكتب معادلة للمماس  = √𝑒
𝑥0أو   1 = −√𝑒

1 
(T): 𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 

(T): 𝑦 = 𝑓′ (√𝑒1) (𝑥 − √𝑒1) + 𝑓 (√𝑒1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 
(D): 𝑦 = −

1

𝑒
𝑥 + 1 

   (𝐶𝑓)و  (∆)،  (T)أرسمأ/  ❼
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
  

𝑓(𝑥)معادلة ـدد وإشارة حلول الـع 𝑚حقيقي ـوسيط الـم الـناقش بیانیا حسب قيب/  = 𝑚𝑥 + 1 
𝑦    : بحث عن النقطة الثابتة نتبع الـخطوات التاليةلل     = 𝑚𝑥 + 𝑦أي     1 −𝑚𝑥 − 1 = 0  

{
𝑦 − 1 = 0
𝑥 = 0

⁡⇒ {
𝑦 = 1
𝑥 = 0

 
;𝐴(0مستقيمات تـشمل النقطة ـميع الــومنه ج    1)   

  إذا كان𝑚 ∈ ]−∞;−
1

𝑒
 ، فإن للمعادلة لا تقبل حلول  ]

  إذا كان𝑚 = −
1

𝑒
 ، للمعادلة حلان مـختلفان في الإشارة  
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  إذا كان𝑚 ∈ ]−
1

𝑒
;  ، فإن للمعادلة حلان موجبان معا وحلان سالبان معا  ]0

  إذا كان𝑚 ∈   ، فإن للمعادلة حلان مـختلفان في الإشارة  ]∞+;0]
 ℎ - II   الدالة المعرفة علىℝ∗   :كما يليℎ(𝑥) = 1 +

ln 𝑥2

|𝑥|
 ،(𝐶ℎ) م ـي في معلـمثيلها البيانـت(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
 دالة زوجية ℎ بين أن  ❶

𝑥من أجل كل    ∈ 𝐷ℎ   ،و −𝑥 ∈ 𝐷ℎ 

ℎ(−𝑥) = 1 +
ln(−𝑥)2

| − 𝑥|
= 1 +

ln 𝑥2

|𝑥|
= ℎ(𝑥) 

  و . هــ . م           زوجية ℎالدالة  ومنه نستنتج أن 
 معللا إجابتك  (𝐶ℎ)ارسم  ، ℎدون دراسة تغيرات الدالة  ❷
 مطلقة ـقيمة الـز الـدون رم ℎ(𝑥)جب أن نكتب ـأولا ي    

ℎ(𝑥) =

{
 

 1 +
ln 𝑥2

𝑥
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ ; 𝑥 > 0

1 −
ln 𝑥2

𝑥
= 𝑓(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; 𝑥 < 0⁡

 

𝑥ما يكون ـل      ∈ ]−∞; ℎ(𝑥)فإن  ]0 = 𝑓(𝑥)  ومنه(𝐶ℎ)  ينطبق على(𝐶𝑓)  
 نكـمـل الرسم بالتناظر بالنسبة لــمحور التراتيب   زوجية ℎالدالة ما أن ـوب     

 
 

 

Ι- 𝑔 بــ  ⁡]∞+;0[مجال ـمعرفة على الـالدالة ال: 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 
𝑙𝑖𝑚حسب أأ/  ❶

,𝑥
>
→0

 𝑔(𝑥)   و𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑔(𝑥)  

;0[مجال ـعلى ال  𝑔جاه تغير الدالةـدرس اتأب/      ها ـثم شكل جدول تغيرات ⁡]∞+
𝑔(𝑥)معادلة ـن الأبين  ❷ = 3.5حيث αحلا وحيدا  ⁡1− < 𝛼 < 3.6⁡  
𝑔(𝑥)استنتج إشارة العبارة  ❸ +  ]∞+;0[مجال  ـعلى ال 1

Π-  نعتبر الدالة  العددية𝑓 بــ  ]∞+;0[ مجالـمعرفة على الـال: 𝑓(𝑥) =
ln 𝑥

𝑥+1
  

   (𝐶𝑓) في معلم متعامد ومتجانس  مثيلها البيانيـت(𝑂; 𝑖
→

, 𝑗
→

∥ حيث ( 𝑗 ∥= 4𝑐𝑚 ∥ 𝑖 ∥= 2𝑐𝑚 
𝑥هما  ـيقبل مستقيمين مقاربين معادلتي (𝐶𝑓) أنبين  ❶ = 𝑦و  0 = 0 
;0[مجالـمن ال 𝑥دد حقيقي ـجل كل عأأ/ برهن انه من  ❷ 𝑓′(𝑥) :إن ف ⁡]∞+ =

𝑔(𝑥)+1

𝑥(𝑥+1)2
  

;0[مجال ـمتزايدة على ال 𝑓بين أن الدالة  ب/      𝛼]⁡ صة على ـومتناق[𝛼;    هاـثم شكل جدول تغيرات ]∞+
  1عند النقطة ذات الفاصلة  (𝐶𝑓)منحنى  ـلل (T)مماس ـكتب معادلة الأ أ/ ❸
𝑙𝑖𝑚  عين دون حساب  ب/     

𝑥→𝛼
 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑥−𝛼
  فسر النتيجة بيانياثم ،  

𝑓(𝛼)ن أبين  أ/ ❹ =
1

𝛼
  ( 2−10 إلى)تدور النتائج  𝑓(𝛼)استنتج حصرا للعدد ، ثم 

ياضيات)التمرين             20 (ياضير  تقني/  ر
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  (𝐶𝑓)رسم أ ب/     
 : وسيط حقيقي 𝑚 و 𝑥ماما ـموجب تـحقيقي الـمجهول الـمعادلة ذات الـنعتبر ال ❺

𝑥2 + 𝑥 − 2𝑚(𝑥 + 1) = ln⁡(𝑥2)… (𝐸)⁡ 
𝑓(𝑥):  معادلةـحل ال إلىيؤول حلها  (E)معادلة ـال أنحقق ـأ/ ت      =

1

2
𝑥 −𝑚⁡ 

يـحلين متماي (E)معادلة ـقبل الـجلها تأالتي من  𝑚ب/ عين بيانيا قيم       نــز
Π- h معرفة على ـهي الدالة الℝ∗ ما يلي: ـكℎ(𝑥) =

𝑙𝑛⁡|𝑥|

−|𝑥|−1
 ،(𝐶ℎ) ياني منحناها الب 

 زوجية  ℎأ/ بين أن الدالة      
 (𝐶𝑓)منحنى ـمستعينا بال (𝐶ℎ) ىمنحنـم الـمعلـب/ ارسم في نفس ال   
 
 

Ι- 𝑔 بــ :  ⁡]∞+;0[مجال ـمعرفة على الـالدالة ال𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 
𝑙𝑖𝑚أ/ أحسب  ❶

,𝑥
>
→0

 𝑔(𝑥)   و𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑔(𝑥)  
𝑙𝑖𝑚
,𝑥
>
→0

 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
,𝑥
>
→0

[𝑥 − 𝑥 ln 𝑥] = 0  
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑥(1 − ln 𝑥)] = −∞ 
;0[على المجال   𝑔ب/ أدرس اتجاه تغير الدالة     ثم شكل جدول تغيراتها  ⁡]∞+
;0[مجال ـعلى ال قابلة للإشتقاق  𝑔الدالة      : قة هياـمشتـها الـودالت ⁡]∞+

𝑔′(𝑥) = 1 − ln 𝑥 +
1

𝑥
(−𝑥) = 1 − ln 𝑥 − 1 = − ln 𝑥 

;0[مجال ـماما على الـمتزايدة ت 𝑔ومنه الدالة   ]∞+;1]ماما على الـمـجال ـومتناقصة ت [1
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑔′(𝑥) 
1 

 
 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − ∞ 

 
𝑔(𝑥) 

 
𝑔(𝑥)معادلة ـبين أن ال ❷ = 3,5حيث αحلا وحيدا  ⁡1− < 𝛼 < 3,6⁡  
;3,5]مـجال ـماما على الـت متناقصةمستمرة و 𝑔الدالة          : ولدينا [3,6

{
𝑔(3,5) = −0,8 > −1

𝑔(3,6) = −1,01 < −1
 

𝑔(𝑥)معادلة ـالمتوسطة فإن ـومنه حسب مبرهنة القيم ال       = 3,5حيث αحلا وحيدا  ⁡1− < 𝛼 < 3,6⁡  
𝑔(𝑥)استنتج إشارة العبارة  ❸ +  ]∞+;0[مجال  ـعلى ال 1

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡α⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑔(𝑥) + 1 

Π-  نعتبر الدالة  العددية𝑓 بــ :  ]∞+;0[ مجالـمعرفة على الـال𝑓(𝑥) =
ln 𝑥

𝑥+1
  

 20 حل تمرين
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𝑥هما  ـن معادلتيـيــيقبل مستقيمين مقارب (𝐶𝑓)بين أن  ❶ = 𝑦و  0 = 0 

𝑙𝑖𝑚
,𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
,𝑥
>
→0

  [
ln 𝑥

𝑥 + 1
] = −∞ 

 𝑥 =   (𝐶𝑓)مودي لــ ـم مقارب عمستقي 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [
ln 𝑥

𝑥 + 1
×
𝑥

𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [
ln 𝑥

𝑥
×

𝑥

𝑥 + 1
] = 0 

𝑦 =   ∞+بـجوار  (𝐶𝑓)لــ  قيـأفمستقيم مقارب  0
;0[من المجال 𝑥أ/ برهن انه من أجل كل عدد حقيقي  ❷ 𝑓′(𝑥)فإن :  ⁡]∞+ =

𝑔(𝑥)+1

𝑥(𝑥+1)2
  

𝑓′(𝑥) =

1

𝑥
(𝑥 + 1) − ln 𝑥

(𝑥 + 1)2
=

𝑥+1

𝑥
− ln 𝑥

(𝑥 + 1)2
=

𝑥+1−𝑥𝑙𝑛⁡𝑥

𝑥

(𝑥 + 1)2
=

𝑔(𝑥)+1

𝑥

(𝑥 + 1)2
=
𝑔(𝑥) + 1

𝑥(𝑥 + 1)2
 

 و . هــ . م
;0[متزايدة على الـمجال  𝑓ب/ بين أن الدالة       𝛼]⁡ على  ومتناقصة[𝛼;  ثم شكل جدول تغيراتها   ]∞+
𝑥(𝑥ما أن ـب            + 1)2 > 𝑔(𝑥)من إشارة  𝑓′(𝑥)، فإن إشارة  0 + 1  
;0[مجال ـالمتزايدة على   𝑓الدالة ومنه نستنتج أن             𝛼]⁡  ومتناقصة على[𝛼; +∞[  

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓′(𝑥) 

𝑓(𝛼) 
 
 

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 

 
𝑓(𝑥) 

 
  1عند النقطة ذات الفاصلة  (𝐶𝑓)للمنحنى   (T)مماس ـكتب معادلة الأ/ أ ❸

(T): 𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 
(T): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(T): 𝑦 =
1

2
(𝑥 − 1) 

𝑙𝑖𝑚ب/ عين دون حساب        
𝑥→𝛼

 
𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑥−𝛼
 ، ثم فسر النتيجة بيانيا  

يف العدد ال       : ق فإنـمشتـحسب تعر

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

 
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝛼)

𝑥 − 𝛼
= 𝑓′(𝛼) =

𝑔(𝛼) + 1

𝛼(𝛼 + 1)2
=

−1 + 1

𝛼(𝛼 + 1)2
= 0 

𝑥0  يقبل مـماس أفـقي عند النقطة ذات الفاصلة (𝐶𝑓)منحني ـال ومنه    = 𝛼  
𝑓(𝛼)أ/ بين أن  ❹ =

1

𝛼
 (  2−10 ج إلىـدور النتائـ)ت 𝑓(𝛼)، ثم استنتج حصرا للعدد 

𝑓(𝛼) =
ln𝛼

𝛼 + 1
…… . (1) 

𝑔(𝛼)ما سبق  ـلدينا م = 𝛼، ومنه  1− − 𝛼 ln 𝛼 = ln، أي   1− 𝛼 =
𝛼+1

𝛼
⁡………(2) 

يض   𝑓(𝛼)نـجد  (1)في  (2)بتعو =
𝛼+1

𝛼

𝛼+1
=

𝛼+1

𝛼
×

1

𝛼+1
=

1

𝛼
 

 و . هــ . م
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3,5لـدينا                                                 < 𝛼 < 3,6  
1     ومنه                                             

3,6
<

1

𝛼
<

1

3,5
 

0,28ومنه                                                < 𝑓(𝛼 < 0,29 
  (𝐶𝑓)ب/ أرسم   

 وسيط حقيقي : 𝑚و  𝑥ماما ـموجب تـي الـقيقـحـمجهول الـة ذات الـمعادلـنعتبر ال ❺
𝑥2 + 𝑥 − 2𝑚(𝑥 + 1) = ln⁡(𝑥2)… (𝐸)⁡ 

𝑓(𝑥)ة : ـمعادلـيؤول حلها إلى حل ال (E)ادلة معـحقق أن الـأ/ ت      =
1

2
𝑥 −𝑚⁡ 

𝑥2 + 𝑥 − 2𝑚(𝑥 + 1) = ln⁡(𝑥2) 
𝑥(𝑥 + 1) − 2𝑚(𝑥 + 1) = 2ln𝑥 

𝑥 − 2𝑚 =
2ln𝑥

𝑥 + 1
 

1

2
𝑥 −𝑚 =

ln𝑥

𝑥 + 1
 

𝑓(𝑥) =
1

2
𝑥 −𝑚 

 و . هــ . م
يــنحلين متم (E)ة ـمعادلـالتي من أجلها تقبل ال 𝑚ب/ عين بيانيا قيم        ايـز

       −𝑚 ∈ ]−∞;−
1

2
𝑚، أي  ] ∈ ]

1

2
; +∞[ 
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Π- ℎ معرفة على ـهي الدالة الℝ∗ ما يلي: ـكℎ(𝑥) =
𝑙𝑛⁡|𝑥|

−|𝑥|−1
  ،(𝐶ℎ) منحناها البياني 

 زوجية  ℎأ/ بين أن الدالة      
𝑥من أجل كل    ∈ 𝐷ℎ   ، و −𝑥 ∈ 𝐷ℎ 

ℎ(−𝑥) =
𝑙𝑛⁡| − 𝑥|

−| − 𝑥| − 1
=

𝑙𝑛⁡|𝑥|

−|𝑥| − 1
= ℎ(𝑥) 

 و . هــ . م           زوجية ℎومنه نستنتج أن الدالة  
 (𝐶𝑓)منحنى ـمستعينا بال (𝐶ℎ) ىمنحنـم الـمعلـفس الـب/ ارسم في ن   
 مطلقة ـز القيمة الـدون رم ℎ(𝑥)جب أن نكتب ـأولا ي    

ℎ(𝑥) = {

ln 𝑥

−𝑥 − 1
⁡= −𝑓(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; 𝑥 > 0

ln(−𝑥)

𝑥 − 1
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; 𝑥 < 0⁡

 

𝑥لما يكون       > ℎ(𝑥)فإن  0 = −𝑓(𝑥)  ومنه(𝐶ℎ)  نظير(𝐶𝑓) بالنسبة لـمـحور الفواصل 
 نكـمـل الرسم بالتناظر بالنسبة لــمحور التراتيب   زوجية ℎالدالة ما أن ـوب     

 
 

Ι-𝑔 بــ   ]∞+;0[ة ـفعرمـالدالة العددية ال:  𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 1 − 2 ln 𝑥 
;0[مجال ـعلى ال⁡𝑔(𝑥استنتج إشارة ) ب/،   𝑔الدالة  ادرس تغيراتأ/  ❶ +∞[ 

Π-⁡𝑓بــ  ]∞+;0[ دالة عددية معرفة على: 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

𝑥
(1 + 2 ln 𝑥)  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

) 
𝑙𝑖𝑚أ/ احسب  ❶

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  

𝑓′(𝑥)  :بــ  ]∞+;0[مجال ـعلى المعرفة  𝑓 الدالةمشتقة  ′𝑓ب/ بين ان  =
𝑔(𝑥)

𝑥2
  

 20 التمرين



 
 

21 

  هاـل جدول تغيراتـشك مـ، ث 𝑓الدالة جاه تغير ـ/ استنتج اتـج
𝑦معادلة ـذا ال (∆مستقيم )ـال أنأ/ بين  ❷ = 𝑥 ى منحنـلـمقارب مائل ل(𝐶𝑓)  

  (∆)م ـمستقيـبالنسبة لل (𝐶𝑓)منحنى ـة الدرس وضعيأب/ 
𝑓(𝑥)ن أ/ بين ـج = 0,5حيثـب αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 0,6⁡  

𝑥مع  𝐴(𝑥;2عند النقطة  ) (𝐶𝑓)  ىمنحنـلل (T)مماس ـأ/ عين معادلة ال ❸ ≥ 1⁡ 
𝑥2ب/ حل المعادلة  × 𝑔′(𝑥) − 2𝑥 × 𝑔(𝑥) = 𝐵،ثم بين أن  0 (e ; e +

3

e
  (𝐶𝑓) ىنقطة انعطاف للمنحن (

  (𝐶𝑓) ، (T) و (∆)ج/ أنشىء 
 

Ι-𝑔 بــ   ]∞+;0[معرفة ـالدالة العددية ال:  𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 1 − 2 ln 𝑥 
  𝑔ادرس تغيرات الدالة أ/  ❶

 يات هاـأولا الن 

{

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡(𝑥2 + 1) = 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡⁡(−2 ln 𝑥) = +∞
⁡⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

⁡⁡𝑔(𝑥) = +∞ 

lim
⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

𝑥2 + 1 − 2 ln 𝑥 = +∞−∞ 
lim  : كعامل مشترك 𝑥2ها  نقوم بإستخراج ـإزالتهي حالة عد تعيين ل    

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
[𝑥2 (1 +

1

𝑥2
−
2 ln 𝑥

𝑥2
)] = +∞ 

 الدالة   : ثانيا الإشتقاق𝑔   0[تقبل الإشتقاق على;     : ودالتـها الـمشتـقة هي ]∞+

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 −
2

𝑥
=
2𝑥2 − 2

𝑥
 

𝑥بـما أن        ، فإن إشارة الـمشتق من إشارة البسط  ]∞+;0[∋

   𝑔′(𝑥) = 2𝑥2، معناه  0 − 2 = 𝑥2، ومنه  0 = }، ومنه  1
𝑥 = 1

𝑥 = −1⁡⁡⁡⁡( وضـرفـم )⁡ 
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔′(𝑥) 
;0[متناقصة تـماما على الـمجال  𝑔ومنه الدالة   ]∞+;1]ومتزايدة تـماما على الـمجال  [1

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔′(𝑥) 

+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 
 
 

2 

 
𝑔(𝑥) 

 
;0[مجال ـعلى ال 𝑔(𝑥)استنتج إشارة  ب/      +∞[ 
𝑥، ومنه من أجل كل  2تقبل قيمة حدية صغرى  𝑔الدالة         𝑔(𝑥)، فإن  ]∞+;0[∋ ≥ 2 > 0       

𝑔(𝑥)ومنه بالتعدي          > 0  

  07 تمرينحل 
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Π-⁡𝑓بــ  ]∞+;0[ دالة عددية معرفة على: 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

𝑥
(1 + 2 ln 𝑥)  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

) 
𝑙𝑖𝑚أ/ احسب  ❶

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  

{
𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡[𝑥 +
1

𝑥
] = +∞

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡⁡[1 + 2 ln 𝑥] = −∞
⁡⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

⁡⁡𝑓(𝑥) = −∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑥 +
1

𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
] = +∞ 

𝑓′(𝑥)   : بــ ]∞+;0[مجال ـمعرفة على ال 𝑓 مشتقة الدالة ′𝑓ب/ بين ان  =
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

𝑓′(𝑥) = 1 −
1

𝑥2
(1 + 2 ln 𝑥) +

2

𝑥
×
1

𝑥
= 1 −

1 + 2 ln 𝑥

𝑥2
+
2

𝑥2
=
𝑥2 − 1 − 2 ln 𝑥 + 2

𝑥2
 

𝑥2 + 1 − 2 ln 𝑥

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

  هاـدول تغيراتـل جـم شكـ، ث 𝑓غير الدالة ـجاه تـج/ استنتج ات
𝑥2ا أن مـب     > 𝑔(𝑥)و  0 > 𝑓(𝑥)فإن  0 >  ]∞+;0[مجال ـالماما على ـمتزايدة ت 𝑓ومنه نستنتج ان الدالة  0

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡ 𝑥 
+ 𝑓′(𝑥) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+∞⁡ 
 
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⁡ 
𝑓(𝑥)⁡⁡ 

𝑦معادلة ـال وذ (∆مستقيم )ـال أنأ/ بين  ❷ = 𝑥 ىمنحنـمقارب مائل لل (𝐶𝑓)  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 [𝑓(𝑥) − 𝑥] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [
1

𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
] = 0⁡ 

:(∆)مستقيم ـومنه نستنتج أن ال    𝑦 = 𝑥  ينمائل للمنحمقارب (𝐶𝑓)  بـجوار+∞  
  (∆)بالنسبة للمستقيم  (𝐶𝑓)منحنى ـدرس وضعية الأب/ 

𝑓(𝑥) : ندرس إشارة الفرق           − 𝑥 =
1

𝑥
(1 + 2 ln 𝑥) 

𝑥ما أن ـب           1)، فإن إشارة الفرق من إشارة  ]∞+;0[∋ + 2 ln 𝑥)  ومنه 
1 + 2 ln 𝑥 ≥ 2   ئـيكاف 0 ln 𝑥 ≥ ln   ئـيكاف 1− 𝑥 ≥

−1⁡⁡⁡

2
𝑥  ئـيكاف  ≥ 𝑒

−1⁡⁡⁡

2 
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑒

−1⁡⁡⁡

2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ∞ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓(𝑥) − 𝑥 

  
 الوضع النسبي

 

 
 

(𝐶𝑓) 

 فوق
(∆) 

(𝐶𝑓) يقطع 
في  (∆)

A(𝑒
−1⁡⁡⁡
2 ;𝑒

−1⁡⁡⁡
2 ) 

 

(𝐶𝑓) 

 تـحت
(∆) 
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𝑓(𝑥)ن أج/ بين  = 0,5حيثـب αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 0,6⁡  
;0,5]مجال ـمستمرة ومتزايدة على ال 𝑓 دالةال } : ولدينا [0,6

𝑔(0,5) = −0,27

𝑔(0,6) = 0,56
𝑔(0,5) ومنه ، ⁡ × 𝑔(0,6) < 0   

𝑓(𝑥)معادلة  ـال متوسطة فإنـومنه حسب مبرهنة القيم ال  = 0,5بحيث αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 0,6⁡  
𝑥مع  𝐴(𝑥;2)النقطة  عند  (𝐶𝑓)  يللمنحن (T)مماس ـأ/ عين معادلة ال ❸ ≥ 1⁡ 
𝑓(𝑥0)ة  ـمعادلـحل الـقوم بـن 𝑥0للبحث عن      = 𝑥0ومنه     2 +

1

𝑥0
(1 + 2 ln 𝑥0) = 2 

𝑥0   ئـيكاف  +
1

𝑥0
(1 + 2 ln 𝑥0) − 2 = 𝑥0   ئـ، يكاف 0 +

1+2 ln 𝑥0

𝑥0
− 2 = 0 

𝑥0 ئيكاف
2+1+2 ln 𝑥0−2𝑥0

𝑥0
= 𝑥0 ئ، يكاف 0

2 + 1 + 2 ln 𝑥0 − 2𝑥0 = 𝑥0) ئ، يكاف 0 − 1)
2 + 2 ln 𝑥0 = 0 

{

(𝑥0 − 1)
2 = 0

و

2 ln 𝑥0 = 0

⁡⇒ {

𝑥0 − 1 = 0

و
ln 𝑥0 = 0

⁡⇒ {

𝑥0 = 1

⁡و
𝑥0 = 1⁡

 

(T): 𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 
(T): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(T): 𝑦 = 2𝑥 
𝑥2معادلة ـب/ حل ال × 𝑔′(𝑥) − 2𝑥 × 𝑔(𝑥) = 0  

𝑥2 × 𝑔′(𝑥) − 2𝑥 × 𝑔(𝑥) = 0 
𝑥2 (

2𝑥2 − 2

𝑥
) − 2𝑥(𝑥2 + 1 − 2 ln 𝑥⁡) = 0 

𝑥(2𝑥2 − 2) − 2𝑥(𝑥2 + 1 − 2 ln 𝑥⁡) = 0 
𝑥(2𝑥2 − 2 − 2𝑥2 − 2 + 4 ln 𝑥⁡) = 0 

𝑥(−4 + 4 ln 𝑥⁡) = 0 
{

𝑥 ≠ 0
−4 + 4 ln 𝑥 = 0

⇒ {ln 𝑥 = 1⁡ ⇒ {𝑥 = 𝑒 
;𝐵(𝑒 م بين أن ـث 𝑒 + 3

𝑒
  (𝐶𝑓) لــ قطة انعطافـن(

𝑓"(𝑥) =
𝑥2 × 𝑔′(𝑥) − 2𝑥 × 𝑔(𝑥)

𝑥4
 

4−)من إشارة  𝑓"(𝑥)إشارة  + 4 ln 𝑥⁡)  
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑒⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓"(𝑥) 
𝑥إنعدم عند  𝑓"(𝑥)ما أن ـب = 𝑒  مغيرا إشارته فإن النقطة𝐵(𝑒; 𝑒 +

3

𝑒
   (𝐶𝑓) لــ نقطة انعطاف (
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  (𝐶𝑓) ، (T)و (∆)ج/ أنشىء 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Ι-⁡𝑓مجال ـدالة معرفة على ال𝐷𝑓 =] − 1; 𝑓(𝑥) :كـمايـلي ]∞+;1[∪]1 =
1

𝑥−1
+ ln⁡(𝑥 + 1)  

(𝐶𝑓) متعامد ومتجانس   ممنحناها البياني في معل(𝑂; 𝑖, 𝑗⁡)  وحدة الطول(1𝑐𝑚) 
⁡𝑙𝑖𝑚حسب أأ/  ❶

𝑥
<
→1

 𝑓(𝑥)⁡ ،𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 𝑓(𝑥)  و𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

 𝑓(𝑥)⁡ ىمنحنـماذا تستنتج بالنسبة لل (𝐶𝑓)  
𝑙𝑖𝑚حسب  أب/ 

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡ 

𝑓′(𝑥)من  𝑥بين أنه من أجل كل  أ/ ❷ =
𝑥(𝑥−3)

(𝑥−1)2(𝑥+1)
: 𝐷𝑓  ثم إستنتج إشارة𝑓′(𝑥)  وشكل جدول التغيرات 

  2قطة ذات فاصلة ـفي ن ـ⁡(𝐶𝑓)لـ (∆)مماس ـب/ عين معادلة ال    
Π-𝑔  بــ  ]∞+;1[دالة معرفة على: 𝑔(𝑥) =

1

𝑥−1
+ ln (

𝑥+1

𝑥
)  

𝑥+1 :فإن ]∞+;1[من  𝑥نه من اجل كل أأ/ بين  ❶

𝑥
>  ]∞+;1[مجال  ـعلى ال 𝑔(𝑥)، ثم استنتج  اشارة  ⁡1

𝑙𝑖𝑚حسب أب/     
𝑥→+∞

 𝑔(𝑥)⁡ ماذا تستنتج ؟ ، 
𝑥مثيل البياني للدالة ـالت (C)ج/ نسمي      ↦ ln⁡𝑥⁡  ىمنحنـحدد وضعية ال، ثم (𝐶𝑓) ىمنحنىـبالنسبة لل (C) 
 (𝐶𝑓)ىمنحنـثم ال (∆)و   (C)رسمأد/     
1معادلة ـدد  وإشارة حلول الع 𝑚ماما ـموجب تـال حقيقيـال ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط ❷

𝑥−1
+ ln⁡(

𝑥+1

𝑚
) = 0⁡⁡ 
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Ι-⁡𝑓مجال ـدالة معرفة على ال𝐷𝑓 =] − 1; 𝑓(𝑥) :كـمايـلـي ]∞+;1[∪]1 =
1

𝑥−1
+ ln⁡(𝑥 + 1)  

⁡𝑙𝑖𝑚حسب أأ/  ❶
𝑥
<
→1

 𝑓(𝑥)⁡ ،𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 𝑓(𝑥)  و𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

 𝑓(𝑥)⁡ يماذا تستنتج بالنسبة للمنحن (𝐶𝑓)  

{
𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

[
1

𝑥 − 1
] = −

1

2

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→−1

 [ln(𝑥 + 1)] = −∞
⁡⁡⁡⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→−1

 𝑓(𝑥) = −∞⁡ 

 {
⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→1

[
1

𝑥−1
] = −∞

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→1

 [ln(𝑥 + 1)] = ln 2
⁡⁡⁡⇒ ⁡𝑙𝑖𝑚

𝑥
<
→1

⁡ 𝑓(𝑥) = −∞⁡  {

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

[
1

𝑥−1
] = +∞

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 [ln(𝑥 + 1)] = ln 2
⁡⁡⁡⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→1

 𝑓(𝑥) = +∞⁡ 

𝑥 =    (𝐶𝑓)مستقيم مقارب عـمودي لــ  1−
𝑥 =   (𝐶𝑓)ارب عـمودي لــ مستقيم مق   1

𝑙𝑖𝑚حسب  أب/ 
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥)⁡ 

{
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
1

𝑥 − 1
] = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 [ln(𝑥 + 1)] = +∞
⁡⁡⁡⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥) = +∞⁡ 

𝑓′(𝑥)من  𝑥بين أنه من أجل كل  أ/ ❷ =
𝑥(𝑥−3)

(𝑥−1)2(𝑥+1)
: 𝐷𝑓  ثم إستنتج إشارة𝑓′(𝑥) دول التغيرات وشكل ج 

𝑓′(𝑥) =
−1

(𝑥 − 1)2
+

1

𝑥 + 1
=
−𝑥 − 1 + 𝑥2 + 1 − 2𝑥

(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)
=

𝑥2 − 3𝑥

(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)
=

𝑥(𝑥 − 3)

(𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)
 

 و . هــ . م
𝑥لدينا من أجل كـل      ∈] − 1; 𝑥فإن  ]∞+;1[∪]1 + 1 > 𝑥)، وبـما أن  0 − 1)2 > 0  
 من إشارة البسط  𝑓′(𝑥)ومنه إشارة     

−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡3⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓′(𝑥) 

;1−[مجالين ـماما على الـمتزايدة ت 𝑓ومنه الدالة       ;0]مجالين ـماما على الـومتناقصة ت ]∞+;3]و  [0 ;1[و  ]1 3] 
 

  2قطة ذات فاصلة ـفي ن ـ⁡(𝐶𝑓)لـ (∆)مماس ـب/ عين معادلة ال    
(∆): 𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 
(∆): 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 
(∆): 𝑦 =

−2⁡⁡⁡

3
𝑥 +

7

3
+ ln 3 

−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡3⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓′(𝑥) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 
  

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − ∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
1

2
+ ln 4⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 
𝑓(𝑥) 
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Π-𝑔 بــ  ]∞+;1[ة معرفة على دال: 𝑔(𝑥) =
1

𝑥−1
+ ln (

𝑥+1

𝑥
)  

𝑥+1 :فإن ]∞+;1[من  𝑥نه من اجل كل أأ/ بين  ❶

𝑥
> 1⁡   

𝑥+1

𝑥
> 𝑥+1  ئ، يكاف  1

𝑥
− 1 > 𝑥+1−𝑥  ئ، يكاف 0

𝑥
> 1  ئ، يكاف 0

𝑥
> 0 

 ]∞+;1[من  𝑥حقق دوما من أجل كل ـوهو م
 ]∞+;1[مجال  ـلى الع 𝑔(𝑥)استنتج  اشارة       

𝑥فإن  ]∞+;1[من  𝑥لدينا من أجل كل  − 1 > 1ومنه                   0

𝑥−1
> 0⁡………(∗) 

𝑥+1 :فإن ]∞+;1[من  𝑥من اجل كل ما سبق ـلدينا م

𝑥
> ln      ئـ، يكاف  ⁡1 (

𝑥+1

𝑥
) > 0… . . (∗∗) 

𝑔(𝑥)طرفا لطرف نـجد  (∗∗)مع  (∗)جمع ـب > 0 
𝑙𝑖𝑚حسب أب/     

𝑥→+∞
 𝑔(𝑥)⁡ ماذا تستنتج ؟ ، 

{
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
1

𝑥 − 1
] = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[ ln (
𝑥 + 1

𝑥
)] = ln 1 = 0

⁡⁡⁡⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 0⁡ 

 𝑦 =  ∞+جوار ـب ⁡(𝐶𝑔)قي لــ ـمستقيم مقارب أف 0
𝑥مثيل البياني للدالة ـالت (C)ج/ نسمي      ↦ ln⁡𝑥⁡  يمنحنـحدد وضعية ال، ثم (𝐶𝑓) يبالنسبة للمنحنى (C) 
 ندرس إشارة الفرق          

𝑓(𝑥) − ln 𝑥 =
1

𝑥 − 1
+ ln(𝑥 + 1) − ln 𝑥 =

1

𝑥 − 1
+ ln (

𝑥 + 1

𝑥
) = 𝑔(𝑥) > 0 

 ]∞+;1[على الـمجال  (C)فوق  (𝐶𝑓)ومنه 
 (𝐶𝑓) ىمنحنـم الـث (∆)و   (C)رسمأد/     
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1حلول المعادلة وإشارةعدد  𝑚موجب تماما ـال حقيقيـال الوسيطناقش بيانيا حسب قيم  ❷

𝑥−1
+ ln⁡(

𝑥+1

𝑚
) = 0⁡⁡ 

1

𝑥 − 1
+ ln⁡(

𝑥 + 1

𝑚
) = 0⁡⁡ 

1

𝑥 − 1
+ ln(𝑥 + 1) − ln𝑚 = 0⁡⁡ 

1

𝑥 − 1
+ ln(𝑥 + 1) = ln𝑚⁡⁡ 

1

𝑥 − 1
+ ln(𝑥 + 1) = ln𝑚⁡⁡ 
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑚⁡⁡ 

𝑦معادلة ـقيم ذو الـمستـمع ال (𝐶𝑓)منحني ـقاطع الـقاط تـواصل نـهي ف معادلة بيانياـومنه حلول ال    = ln𝑚  
 مناقشةـال 𝑚قيم  𝑙𝑛𝑚قيم 

𝑙𝑛𝑚 ∈ ]−∞;−1[ 𝑚 ∈ ]0; 𝑒−1[ ختلفان في الإشارة ـحلان م 
𝑙𝑛𝑚 = −1 𝑚 = 𝑒−1  حلا مضاعف معدوم 

𝑙𝑛𝑚 ∈ ]−1;
1

2
+ ln 4⁡⁡⁡[ 𝑚 ∈ ]𝑒−1; 4√𝑒[  لا يوجد حلول 

𝑙𝑛 𝑚 =
1

2
+ ln 4⁡⁡⁡ 𝑚 = 4√𝑒  حل مضاعف موجب 

𝑙𝑛𝑚 ∈ ]
1

2
+ ln 4⁡; +∞⁡⁡[ 𝑚 ∈ ]4√𝑒;+∞[  حلان موجبان 

⁡ 
 

 

Ι- 𝑔 ي: ـلـي ماـك ]∞+;0[ معرفة على ـهي الدالة ال𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 3 − 2𝑙𝑛 𝑥 
  𝑔أدرس تغيرات الدالة  ❶
  ]∞+;0[مجال ـعلى ال 𝑔(𝑥)ارة ستنتج إشأ ❷

Π-𝑓 ما يليـك ]∞+;0[معرفة على ـهي الدالة العددية ال: 𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛 𝑥

𝑥
+

𝑥2−1

2𝑥
  

;𝑂) معلـم متعامد ومتجانس  منحناها البياني في (𝐶𝑓)نسمي       𝑖
→

, 𝑗
→

) 
𝑓(𝑥)  لدينا ]∞+;0[مجال ـمن ال 𝑥بين أنه من أجل كل  ❶ =

𝑔(𝑥)

2𝑥2
 𝑓الدالة   جاه تغيرـ، ثم استنتج ات  

⁡𝑙𝑖𝑚حسب أ أ/ ❷
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)ها هندسياـمتحصل عليـسر النتيجة ال، ف 
𝑙𝑖𝑚حسب أب/    

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)جز جدول تغيرات الدالةـ، ثم ان⁡ 𝑓 

𝑦الذي معادلته  (D) مـمستقيـالبين أن  أ/ ❸ =
1

2
𝑥 مستقيم مقارب لـلـمنحنى (𝐶𝑓)   

 (𝐷)م ــمستقيـبالنسبة لل (𝐶𝑓)ى منحنـأدرس وضعية الب/    
 (𝐶𝑓)منحنى ـوال (𝐷)م ـــمستقيـال ئنشأ ❹
ΠΙ-  نعتبر الدالةℎ معرفة على ـالℝ∗  :بــℎ(𝑥) =

1

2
[
1−𝑥2

|𝑥|
−
ln 𝑥2

|𝑥|
;𝑂)في  الممثل لها ىمنحنـال (𝐶ℎ)نسمي   [ 𝑖

→

, 𝑗
→

) 
 م السابقـمعلـفي ال (𝐶ℎ)منحنى ـرسم ال كيفيةاشرح ب/ .  ℎأدرس شفعية الدالة  أ/
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ℎ(𝑥)ة حـمتراجـاستنتج حلول الج/      ≥ −
√𝑒

2
  

 
 

Ι- 𝑔 ما يلي: ـك ]∞+;0[مجال ـمعرفة على الـهي الدالة ال𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 3 − 2𝑙𝑛 𝑥 
  𝑔غيرات الدالة أدرس ت ❶

 هايات ـأولا الن 

{

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡(𝑥2 + 3) = 3

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

⁡⁡(−2 ln 𝑥) = +∞
⁡⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

⁡⁡𝑔(𝑥) = +∞ 

lim
⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

[𝑥2 + 3 − 2 ln 𝑥] = +∞−∞ 
lim  : كعامل مشترك 𝑥2نقوم بإستخراج  هي حالة عدم تعيين  لإزالتـها

⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞
[𝑥2 (1 +

3

𝑥2
−
2 ln 𝑥

𝑥2
)] = +∞ 

 الدالة   : ثانيا الإشتقاق𝑔   0[تقبل الإشتقاق على;     : مشتقة هيـها الـودالت ]∞+

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 −
2

𝑥
=
2𝑥2 − 2

𝑥
 

𝑥ما أن ـب       مشتق من إشارة البسط ـ، فإن إشارة ال ]∞+;0[∋

 ⁡𝑔′(𝑥) = 2𝑥2معناه  0 − 2 = 2𝑥2، ومنه  0 = 𝑥2، ومنه  2 = }، ومنه  1
𝑥 = 1

𝑥 = −1⁡⁡⁡⁡( رفوضـم )⁡ 
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔′(𝑥) 
;0[مجال ـماما على الـقصة تمتنا 𝑔ومنه الدالة   ]∞+;1]مجال ـال ماما علىـومتزايدة ت [1

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔′(𝑥) 

+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 
 
 

4 

 
𝑔(𝑥) 

 
;0[مجال ـعلى ال 𝑔(𝑥)تج إشارة استنب/       +∞[ 

𝑥، ومنه من أجل كل  2تقبل قيمة حدية صغرى  𝑔الدالة         𝑔(𝑥)، فإن  ]∞+;0[∋ ≥ 4 > 0       
𝑔(𝑥)ومنه بالتعدي                                              > 0  
Π-𝑓 ما يلي: ـك ]∞+;0[مجال ـمعرفة على الـهي الدالة العددية ال𝑓(𝑥) =

𝑙𝑛 𝑥

𝑥
+

𝑥2−1

2𝑥
  

𝑓′(𝑥)لدينا  ]∞+;0[مجال ـمن ال 𝑥بين أنه من أجل كل  ❶ =
𝑔(𝑥)

2𝑥2
 𝑓جاه تغير الدالة  ـم استنتج اتـ، ث  

𝑓′(𝑥) =

1

𝑥
(𝑥) − ln 𝑥

𝑥2
+
2𝑥(2𝑥) − 2(𝑥2 − 1)

4𝑥2
=
1 − ln 𝑥

𝑥2
+
4𝑥2 − 2𝑥2 + 2

4𝑥2
 

=
1 − ln 𝑥

𝑥2
+
2𝑥2 + 2

4𝑥2
=
1 − ln 𝑥

𝑥2
+
2(𝑥2 + 1)

4𝑥2
=
1 − ln 𝑥

𝑥2
+
𝑥2 + 1

2𝑥2
 

20 حل تمرين
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=
2 − 2 ln 𝑥 + 𝑥2 + 1

2𝑥2
=
𝑥2 + 3 − 2𝑙𝑛 𝑥

2𝑥2
=
𝑔(𝑥)

2𝑥2
 

 و .هــ .م
2𝑥2ما أن ـب > 𝑔(𝑥)، و  0 > 𝑓′(𝑥)فإن  0 >  ]∞+;0[مـجال ـماما على الـمتزايدة ت 𝑓ومنه الدالة  0

⁡𝑙𝑖𝑚حسب أ/ أ ❷
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)ها هندسياـمتحصل عليـنتيجة الـ، فسر ال 

{
 
 

 
 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

  [
𝑙𝑛 𝑥

𝑥
] = −∞

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

  [
𝑥2 − 1

2𝑥
] = −∞

⇒ ⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = −∞ 

𝑥 =    (𝐶𝑓)مودي لــ ـمستقيم مقارب ع 0
𝑙𝑖𝑚أحسب ب/    

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)جز جدول تغيرات الدالةـ، ثم ان⁡ ⁡𝑓 

{
 
 

 
 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [
𝑙𝑛 𝑥

𝑥
] = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [
𝑥2 − 1

2𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [
𝑥2

2𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [
𝑥

2
] = +∞

⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = +∞ 

 
 
 
 

𝑦ه ـتـذي معادلـال (D)مستقيم ـبين أن الأ/  ❸ =
1

2
𝑥 مقارب للمنحني  مستقيم(𝐶𝑓)  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [𝑓(𝑥) −
1

2
𝑥] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [
𝑙𝑛 𝑥

𝑥
+
𝑥2 − 1

2𝑥
−
1

2
𝑥] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [
𝑙𝑛 𝑥

𝑥
+
𝑥2 − 1 − 𝑥2

2𝑥
] 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [
𝑙𝑛 𝑥

𝑥
+
−1

2𝑥
] = 0 

:(D)مستقيم ـومنه نستنتج أن ال    𝑦 =
1

2
𝑥 مائل للمنحني رب مقا(𝐶𝑓) بـجوار+∞   

  (D)بالنسبة للمستقيم  (𝐶𝑓)ب/ أدرس وضعية المنحنى 
𝑓(𝑥)      : ندرس إشارة الفرق     −

1

2
𝑥 =

𝑙𝑛 𝑥

𝑥
+
−1

2𝑥
=

2 ln 𝑥−1

2𝑥
 

𝑥ما أن ـب  2، فإن إشارة الفرق من إشارة  ]∞+;0[∋ ln 𝑥 −   ومنه  1
 2 ln 𝑥 − 1 ≥ 2 افئيك، 0 ln 𝑥 ≥ 1  ،ln 𝑥 ≥

1

2
𝑥ما أن الدالة ـب،    ↦ 𝑒𝑥 ماما فإن ـمتزايدة ت 

𝑥 ≥ 𝑒
1
2 

𝑥 ≥ √𝑒 
 
 
 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡ 𝑥 
+ 𝑓′(𝑥) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+∞⁡ 
 

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⁡ 
𝑓(𝑥)⁡⁡ 
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 (𝐶𝑓)والمنحنى  (𝐷)أنشئ المستقيـــم  ❹

 
 

 
 

  

ΙΠ-  نعتبر الدالةℎ معرفة على ـالℝ∗  :بــℎ(𝑥) =
1

2
[
1−𝑥2

|𝑥|
−
ln 𝑥2

|𝑥|
;𝑂)المنحني الممثل لها في  (𝐶ℎ)نسمي   [ 𝑖

→

, 𝑗
→

) 
 .  ℎأدرس شفعية الدالة أ/ 

𝑥ن أجل كل م     ∈ 𝐷ℎ   ، و −𝑥 ∈ 𝐷ℎ 

ℎ(−𝑥) =
1

2
[
1 − (−𝑥)2

|−𝑥|
−
ln(−𝑥)2

|−𝑥|
] =

1

2
[
1 − 𝑥2

|𝑥|
−
ln 𝑥2

|𝑥|
] = ℎ(𝑥) 

 و . هــ . م           زوجية ℎومنه نستنتج أن الدالة     
  م السابقـمعلـفي ال (𝐶ℎ)منحنى ـاشرح كيفية رسم الب/    
𝑥لدينا من أجل كل      ∈ |𝑥|، فإن  ]∞+;0[ = 𝑥  ومنه 

ℎ(𝑥) =
1

2
[
1 − 𝑥2

𝑥
−
ln 𝑥2

𝑥
] =

1

2
[
1 − 𝑥2

𝑥
−
2 ln 𝑥

𝑥
] =

1 − 𝑥2

2𝑥
−
ln 𝑥

𝑥
= −

𝑙𝑛 𝑥

𝑥
+
𝑥2 − 1

2𝑥
 

= −𝑓(𝑥) 
𝑥لدينا من أجل كل      ∈ ℎ(𝑥)، فإن  ]∞+;0[ = −𝑓(𝑥)  ومنه(𝐶ℎ)  نظير(𝐶𝑓) محور الفواصل ـبالنسبة ل 
 تراتيب  ـناظر بالنسبة لـمحور الـزوجية نـكـمل الرسم بالـت ℎما أن ـوب  

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡√𝑒 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ∞ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓(𝑥) − 𝑦 

 
 

 
 الوضع النسبي

 

(𝐶𝑓) 

 فوق
(𝐷) 

(𝐶𝑓) يقطع 
(𝐷)  في

A(√𝑒; √
𝑒
2
) 

 

(𝐶𝑓) 

  تحت
(𝐷) 
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ℎ(𝑥)حة ـمتراجـاستنتج حلول الج/    ≥ −

√𝑒

2
  

𝑦ة ـمعادلـقيم ذو التـمستـوق الـعة فـمنحني الواقـواصل نقاط الـمتراجـحة هي فـحلول ال    = − √𝑒

2
   

𝑥 ∈ [−√𝑒; 0[ ∪ ]0; √𝑒] 
 
Ι- ℎ  الدالة الـمعرفة علىℝ∗  بــ:ℎ(𝑥) = 𝑥2 − 𝑙𝑛𝑥2 ،(𝐶ℎ) لها البياني في معلم متعامد ومتجانس تـمثي(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

) 
ℝ∗ : ℎ(𝑥)من  𝑥م إستنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي ـ، ث ℎجاه تغير الدالة ـأدرس إت ❶ > 0  

Π-𝑓 دالة معرفة علىℝ∗  بــ:𝑓(𝑥) =
1

2
(−

ln(𝑥2)

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
)  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
𝑙𝑖𝑚أحسب  ❶

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑓(𝑥)  أحسب ،⁡𝑙𝑖𝑚

𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥)  و𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) انيا  ـج بيئثم فسر النتا 
2𝑥2𝑓′(𝑥) :غير معدوم  𝑥 بين أنه من أجل كل عدد حقيقي أ/ ❷ = −ℎ(𝑥)   

 ثم شكل جدول تغيراتـها  𝑓ادرس إتـجاه تغير الدالة  ب/
𝑦 ذا الـمعادلة  (∆)بين أن الـمستقيم  ج/ = − 1

2
𝑥ل لــ ئمقارب ما(𝐶𝑓)  ثم ادرس وضعية(𝐶𝑓) بالنسبة لــ(∆) 

–)و  ∗ℝمن  𝑥من أجل كل عدد حقيقي  بين أنه❸ 𝑥⁡) منℝ∗  فإن𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =  ؟ ، ماذا تستنتج  0
𝑓(𝑥) :بين أن الـمعادلة  أ/ ❹ = ;0.3[من الـمجال  αتقبل حلا وحيدا  0 0.4[   

𝑓(𝑥)إستنتج أن الـمعادلة  ب/ =  يطلب تعيين حصرا له   β تقبل حلا آخـرا  0
يان المستقيم  (𝑇2)و  (𝑇1)يقبل مـماسين  (𝐶𝑓)بين أن الـمنحنى  ❺  ، يطلب كـتابة معادلتيـهما  (∆)يواز
  (∆)،  (𝑇2)و  (𝑇1)،  (𝐶𝑓) ئأنش أ/ ❻

𝑓(𝑥) : معادلةـلول الـح وإشارةدد ـع 𝑚 حقيقيـال ش بيانيا حسب قيم الوسيطناق ب/ = −
1

2
𝑥 +𝑚  

 02 التمرين
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−ℝدالة معرفة على  𝑘لتكن  ❼ 𝑘(𝑥) :بــ  {1−} =
1

2
(−

ln(𝑥+1)2

𝑥+1
− (𝑥 + 1) −

2

𝑥+1
) + 2 

     (𝐶𝑘)  يل بسيط يـحول الـمنحنى   (𝐶𝑘)إلى الـمنحنى  (𝐶𝑓)تـمثيلها البياني ، بين أنه يوجد تـحو
      

Ι- ℎ معرفة على ـالدالة الℝ∗  بــ:ℎ(𝑥) = 𝑥2 − 𝑙𝑛𝑥2 ،(𝐶ℎ) ها البياني في معلم متعامد ومتجانس مثيلـت(𝑂; 𝑖
→

, 𝑗
→

) 
   ℎجاه تغير الدالة ـأدرس إت ❶

𝑔′(𝑥)    : قة هيـمشتـها الـودالت ∗ℝتقبل الإشتقاق على ℎالدالة   = 2𝑥 −
2

𝑥
=

2𝑥2−2

𝑥
 

𝑔′(𝑥)الـمعادلة  = 2𝑥2معناه  0 − 2 = 2𝑥2، ومنه  0 = 𝑥2، ومنه  2 = 𝑥ما إومنه ،  1 = 𝑥و  أ 1 = −1 
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 2𝑥2 − 2 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ℎ′(𝑥) 

;0[و  [1−;∞−[مجالين ـماما على الـمتناقصة ت ℎالدالة     ;1−]مجالين ـماما على الـومتزايدة ت [1  ]∞+;1]و  ]0
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ℎ′(𝑥) 
 

  
1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1 

 
ℎ(𝑥) 

 
ℝ∗ : ℎ(𝑥)من  𝑥إستنتاج أنه من أجل كل عدد حقيقي    > 0  

    الدالةℎ  ومنه من أجل كل  1تقبل قيمة حدية صغرى ،𝑥 ∈] − ℎ(𝑥)، فإن  ]0;∞ ≥ 1 > 0       
ℎ(𝑥)ومنه بالتعدي              > 0  
    الدالةℎ  ومنه من أجل كل  1تقبل قيمة حدية صغرى ،𝑥 ℎ(𝑥)، فإن  ]∞+;0[∋ ≥ 1 > 0       

ℎ(𝑥)ومنه بالتعدي                 > 0  
ℎ(𝑥) :فإن  ∗ℝمن  𝑥أنه من أجل كل عدد حقيقي ومنه نستنتج           > 0  
Π-𝑓 دالة معرفة علىℝ∗ ــ ب:𝑓(𝑥) =

1

2
(−

ln(𝑥2)

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
)  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)  
𝑙𝑖𝑚أحسب  ❶

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)⁡  و𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑓(𝑥)  أحسب ،⁡𝑙𝑖𝑚

𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥)  و𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) ج بيانيا  ـئم فسر النتاـث 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [
1

2
(−

2 ln|𝑥|

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
)] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
  [
1

2
(−

2 ln 𝑥

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
)] = −∞ 

⁡⁡⁡⁡⁡ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

[ 
1

2
(−

2 ln|𝑥|

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
)] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
  [
1

2
(
2 ln(−𝑥)

−𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
)] = +∞ 

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥) = ⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→0

  [
1

2
(−

ln(𝑥2)

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
)] = ⁡𝑙𝑖𝑚

𝑥
<
→0

  [
1

2
(−

ln(𝑥2) − 𝑥2 − 2

𝑥
)] = −∞  

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

  [
1

2
(−

ln(𝑥2)

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
)] = 𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

  [
1

2
(−

ln(𝑥2) − 𝑥2 − 2

𝑥
)] = +∞  

10 حل تمرين
  



 
 

33 

𝑥 =   (𝐶𝑓)مودي لــ ـمستقيم مقارب ع 0
2𝑥2𝑓′(𝑥) :غير معدوم  𝑥بين أنه من أجل كل عدد حقيقي  أ/ ❷ = −ℎ(𝑥)   
𝑓′(𝑥)  : يكفي أن نثبت أن     = −

ℎ(𝑥)

2𝑥2
  

𝑓′(𝑥) =
1

2
(−

2

𝑥
(𝑥) − ln(𝑥2)

𝑥2
− 1 +

2

𝑥2
) =

1

2
(−

2 − ln(𝑥2)

𝑥2
− 1 +

2

𝑥2
) 

1

2
(
−2 + ln(𝑥2)

𝑥2
− 1 +

2

𝑥2
) =

1

2
(
−2 + ln(𝑥2) − 𝑥2 + 2

𝑥2
) =

1

2
(
ln(𝑥2) − 𝑥2

𝑥2
) 

−
1

2
(
𝑥2 − 𝑙𝑛𝑥2

𝑥2
) = −

1

2
(
ℎ(𝑥)

𝑥2
) = −

ℎ(𝑥)

2𝑥2
 

  و . هــ . م
 ها ـثم شكل جدول تغيرات 𝑓الدالة جاه تغير ـادرس إت ب/

ℎ(𝑥) :فإن  ∗ℝمن  𝑥أنه من أجل كل عدد حقيقي ما سبق ـلدينا م > 𝑓′(𝑥)ومنه  0 < 0  
  ]∞+;0[و  ]0;∞−[مجالين ـماما على الـمتناقصة ت 𝑓ومنه نستنتج أن الدالة    
 
 
 
 

 

𝑦 معادلة ـذا ال (∆)مستقيم ـبين أن ال ج/ = − 1

2
𝑥ل لــ ئمقارب ما(𝐶𝑓)  ثم ادرس وضعية(𝐶𝑓) بالنسبة لــ(∆) 

𝑙𝑖𝑚
|𝑥|→+∞

  [𝑓(𝑥) +
1

2
𝑥] = 𝑙𝑖𝑚

|𝑥|→+∞
  [
1

2
(−

ln(𝑥2)

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
) +

1

2
𝑥] =⁡ 

𝑙𝑖𝑚
⁡⁡⁡⁡⁡|𝑥|→+∞

  [−
ln(𝑥2)

2𝑥
−
1

2
𝑥 −

1

𝑥
+
1

2
𝑥] = 𝑙𝑖𝑚

⁡⁡⁡⁡⁡|𝑥|→+∞
  [−

2 ln|𝑥|

2𝑥
−
1

2
𝑥 −

1

𝑥
+
1

2
𝑥] 

𝑙𝑖𝑚
⁡⁡⁡⁡⁡⁡|𝑥|→+∞

  [−
ln|𝑥|

𝑥
−
1

𝑥
] = 0 

:(∆)مستقيم ـومنه نستنتج أن ال     𝑦 = −
1

2
𝑥  يمائل للمنحنمقارب (𝐶𝑓)  و  ∞+بـجوار−∞  

 ندرس إشارة الفرق  : (∆)بالنسبة لــ (𝐶𝑓)ادرس وضعية 

𝑓(𝑥) +
1

2
𝑥 = −

ln(𝑥2)

2𝑥
−
1

𝑥
=
− ln(𝑥2) − 2

2𝑥
 

 − ln(𝑥2) − 2 ≥ −  ئ، يكاف 0 ln(𝑥2) ≥ ln(𝑥2) ئ، يكاف 2 ≤ 𝑥2 ئ، يكاف 2− ≤ 𝑒−2 
𝑥2    ئيكاف ≤

1

𝑒2
𝑥، يكافـئ   ∈ [−

1

𝑒
; 0[ ∪ ]0;

1

𝑒
] 

−]في الـمجالين  (∆)يقع فوق  (𝐶𝑓)ومنه 
1

𝑒
; ;0[و  ]0

1

𝑒
] 

(𝐶𝑓)  في الـمجالين  (∆)يقع فوق]−∞;−
1

𝑒
]و  [

1

𝑒
; +∞[ 

(𝐶𝑓)  في النقطتين ذات الفاصلتين  (∆)يقطع𝑥 =
1

𝑒
𝑥و   = −

1

𝑒
 

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡⁡ 𝑥 
− − 𝑓′(𝑥) 

+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 
 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡−∞ 

+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 
 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡−∞⁡ 

 
𝑓(𝑥) 
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–)و  ∗ℝمن  𝑥بين أنه من أجل كل عدد حقيقي ❸ 𝑥⁡)  منℝ∗  فإن𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =  ؟ ، ماذا تستنتج  0
𝑓(−𝑥)                       :لــدينا  =

1

2
(−

ln(−𝑥)2

−𝑥
− (−𝑥) −

2

−𝑥
) =

1

2
(
ln(𝑥2)

𝑥
+ 𝑥 +

2

𝑥
) 

𝑓(𝑥)             : ولــدينا أيضا =
1

2
(−

ln(𝑥2)

𝑥
− 𝑥 −

2

𝑥
) = 𝑓(𝑥) = −

1

2
(
ln(𝑥2)

𝑥
+ 𝑥 +

2

𝑥
) 

𝑓(−𝑥)                  : ومنه + 𝑓(𝑥) =
1

2
(
ln(𝑥2)

𝑥
+ 𝑥 +

2

𝑥
) −

1

2
(
ln(𝑥2)

𝑥
+ 𝑥 +

2

𝑥
) = 0 

  ــ . مو . ه
  ؟ ماذا تستنتج   

𝑓(−𝑥)ما أن  ـب + 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥)، فإن    0 = −𝑓(𝑥)  ومنه نستنتج أن𝑓  دالة فـردية 
𝑓(𝑥) :معادلة ـبين أن ال أ/ ❹ = ;0,3[مجال ـمن ال αتقبل حلا وحيدا  0 0,4[    

;0,3]مستمرة ومتزايدة على المجال  𝑓الدالة  } : لدينا و [0,4
𝑓(0,3) = 0,53

𝑓(0,4) = −041
𝑓(0,3)، ومنه   ⁡ × 𝑓(0,4) < 0 

𝑓(𝑥)المعادلة   ومنه حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإن = ;0,3[من المجال  αوحيدا  αتقبل حلا وحيدا  0 0,4[   
𝑓(𝑥)معادلة ـإستنتج أن ال ب/     =    هـيطلب تعيين حصرا ل β را ـتقبل حلا آخ 0

𝑓(𝑥)معادلة ـدالة فـردية فإن ال 𝑓ما أن ـب      = 0,4−حيث  β را ـتقبل حلا آخ 0 < β < −0,3  
يان ال (𝑇2)و  (𝑇1)ماسين ـيقبل م (𝐶𝑓)منحنى ـبين أن ال ❺   هماـبة معادلتياتـ، يطلب ك (∆)مستقيم ـيواز
𝑓′(𝑥0)معادلة ـنـحل ال     = −

1

2
−، ومنه    

ℎ(𝑥0)

2𝑥0
2 = −

1

2
  ،ℎ(𝑥0)

2𝑥0
2 = ℎ(𝑥0)، ومنه  1 = 𝑥0

2 
𝑥0

2 − 𝑙𝑛𝑥0
2 = 𝑥0

2 
−𝑙𝑛𝑥0

2 = 0 
𝑙𝑛𝑥0

2 = 0 
𝑥0

2 = 1⁡⁡⁡⁡ ⇒ {
𝑥0 = 1
𝑥0 = −1

 
يان ال (𝑇2)و  (𝑇1)ماسين ـيقبل م (𝐶𝑓)منحنى ـومنه ال ;1−)في النقطتين  (∆)مستقيم ـيواز

3

2
−;1)و  (

3

2
) 

(𝑇1): 𝑦 = 𝑓
′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 

(𝑇1): 𝑦 = 𝑓
′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(𝑇1): 𝑦 =
−1

2
𝑥 − 1 

(𝑇2): 𝑦 = 𝑓
′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 

(𝑇2): 𝑦 = 𝑓
′(−1)(𝑥 + 1) + 𝑓(−1)⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(𝑇2): 𝑦 =
−1

2
𝑥 + 1 
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  (∆)،  (𝑇2)و  (𝑇1)،  (𝐶𝑓) ئأنش أ/ ❻
 
 

 ب/

𝑓(𝑥) : معادلةـحلول ال وإشارةعدد  𝑚 قيقيـحـال ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط = −
1

2
𝑥 +𝑚  

𝑦معادلة ـمستقيم ذو الـمع ال (𝐶𝑓)منحني ـقاطع الـقاط تـواصل نـمعادلة بيانيا هي فـومنه حلول ال    = −
1

2
𝑥 +𝑚 

 الـمناقــشــة 𝑚قيم 
𝑚 ∈  معادلة حلا وحيدا سالباـلل ]1−;∞−[
𝑚 =  ختلفان في الإشارةـحلان م 1−

𝑚 ∈ ]−1;  حلان موجبان معا وحلا وحيدا سالبا  ]0
𝑚 =  ختلفان في الإشارةـحلان م 0

𝑚 ∈ ]0;  حلا وحيدا موجبا وحلان سالبان معا ]1
𝑚 =  ختلفان في الإشارةـحلان م 1

𝑚 ∈  حلا وحيدا موجبا  ]∞+;1[
−ℝدالة معرفة على  𝑘لتكن  ❼ 𝑘(𝑥) :بــ  {1−} =

1

2
(−

ln(𝑥+1)2

𝑥+1
− (𝑥 + 1) −

2

𝑥+1
) + 2 

     (𝐶𝑘) يل بسيط يحول المنحني ـت  (𝐶𝑘)منحني ـإلى ال (𝐶𝑓)مثيلها البياني ، بين أنه يوجد تحو
𝑘(𝑥)لـدينا أن  = 𝑓(𝑥 + 1) + )الإنسحاب الـذي شعاعه ب (𝐶𝑓)هو صورة  (𝐶𝑘)، ومنه   2

−1
⁡⁡2
)  
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Ι-  نعتبر الدالة𝑓  2−;∞−[الـمعرفة على[ ∪ 𝑓(𝑥) :بــ ]∞+;0[ = 𝑥𝑙𝑛 (
𝑥+2

𝑥
) 

 ها ـوشكل جدول تغيرات ′𝑓جاه تغير الدالة ـثم أدرس إت 𝑓′(𝑥)أحسب ❶
  𝑓′(𝑥)إستنتج إشارة ❷
𝑙𝑖𝑚 :بين أن❸

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥) =  وشكل جدول تغيراتـها   𝑓، ثم إستنتج إتجاه تغير الدالة ⁡2

𝑓(𝑥)معادلة ـعدد وإشارة حلول ال 𝑚، ثم ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  (𝐶𝑓) ئأنش ❹ = 𝑒𝑚  
Π-  نعتبر الدالةℎ  2−;∞−[الـمعرفة على[ ∪ ℎ(𝑥) :بــ  ]∞+;0[ =

2𝑥

𝑥+2
  

 ثم شكل جدول تغيراتـها  ℎدالة  جاه تغير الـأدرس إت ❶
]2−;∞−[من  𝑥بين أنه من أجل كل  ❷ ∪ 𝑓(𝑥) :فإن ]∞+;0[ − ℎ(𝑥) = 𝑥𝑓′(𝑥) 
  (𝐶ℎ)  ئثم أنش (𝐶𝑓)بالنسبة إلى  (𝐶ℎ) إستنتج وضعية الـمنحنى ❸
ℎ( عند النقطة التي ترتيبتها حور التراتيبـيقطع م αعند النقطة التي فاصلتها  (𝐶𝑓) ـمماس للـمنـحنىبين أن ال ❹ )  

 

Ι-  نعتبر الدالة𝑓  2−;∞−[الـمعرفة على[ ∪ 𝑓(𝑥) :بــ ]∞+;0[ = 𝑥𝑙𝑛 (
𝑥+2

𝑥
) 

 وشكل جدول تغيراتـها  ′𝑓أدرس إتـجاه تغير الدالة  𝑓′(𝑥)أحسب ❶
) :لـدينا  ❖

𝑥+2

𝑥
)
′
=

−2⁡⁡⁡

𝑥2
𝑙𝑛)، ومنه   (

𝑥+2

𝑥
))

′

=
−2⁡⁡⁡

𝑥2
÷
𝑥+2

𝑥
=

−2

𝑥2
×

𝑥

𝑥+2
=

−2

𝑥(𝑥+2)
 

𝑓′(𝑥) = 1𝑙𝑛 (
𝑥 + 2

𝑥
) + (

−2

𝑥(𝑥 + 2)
) × 𝑥 = 𝒍𝒏 (

𝒙 + 𝟐

𝒙
) −

𝟐

𝒙 + 𝟐
 

 ′𝑓، ولـهذا سنلجأ إلى دراسة تغيرات الدالة  𝑓′(𝑥)لا يـمكـن دراسة إشارة  :ملاحظة 
  وشكل جدول تغيراتـها  ′𝑓الدالة  أدرس إتـجاه تغير ❖

𝑓"(𝑥) =
−2

𝑥(𝑥 + 2)
+

2

(𝑥 + 2)2
=
−2(𝑥 + 2) + 2𝑥

𝑥(𝑥 + 2)2
=

−4

𝑥(𝑥 + 2)2
 

𝑥)بـما أن  + 2)2 >   4𝑥−من إشارة  𝑓"(𝑥)فإن إشارة  0
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − 2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− −4 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑥(𝑥 + 2)2 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓"(𝑥) 

 ]∞+;0[و متناقصة تـماما على الـمجال   ]2−;∞−[متزايدة تـماما على الـمجال  ′𝑓الدالة ومنه 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [𝑙𝑛 (
𝑥 + 2

𝑥
) −

2

𝑥 + 2
] = 0 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 𝑓′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

  [𝑙𝑛 (
𝑥 + 2

𝑥
) −

2

𝑥 + 2
] = 0 

 

 00 التمرين
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−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − 2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓"(𝑥) 
 

   
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 

 
𝑓′(𝑥) 

 
  𝑓′(𝑥)إستنتج إشارة ❷
]2−;∞−[من  𝑥ل نلاحظ من جدول التغيرات أنه من أجل ك     ∪ 𝑓′(𝑥)فإن    ]∞+;0[ > 0  
𝑙𝑖𝑚 :بين أن❸

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥) = 2 

𝑙𝑖𝑚
⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
⁡⁡⁡𝑥→+∞

𝑥𝑙𝑛 (
𝑥 + 2

𝑥
) = 𝑙𝑖𝑚

⁡⁡⁡𝑥→+∞
𝑥𝑙𝑛 (1 +

2

𝑥
) 

𝑡بوضع  =
2

𝑥
𝑥، ومنه   =

2

𝑡
  

𝑥لـما  → 𝑡، فإن  ∞+ →  ومنه  0

𝑙𝑖𝑚
⁡⁡⁡𝑥→+∞

[𝑥𝑙𝑛 (1 +
2

𝑥
)] = 𝑙𝑖𝑚

⁡⁡⁡𝑡→0⁡⁡⁡
[
2

𝑡
𝑙𝑛(1 + 𝑡)] = 𝑙𝑖𝑚

⁡⁡⁡𝑡→0⁡⁡⁡
[2 (

𝑙𝑛(1 + 𝑡)

𝑡
)] = 2 

  و . هـ . م
𝑙𝑖𝑚بنفس الـكيفية نـجد أيضا 

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 2 

𝑙𝑖𝑚توضيح  
⁡⁡⁡𝑡→0⁡⁡⁡

[(
𝑙𝑛(1+𝑡)

𝑡
)] = 1 

 تغيراتـها   وشكل جدول 𝑓جاه تغير الدالة ـإستنتج إت
𝑓′(𝑥)بـما أن  >  ]∞+;0[و  ]2−;∞−[متزايدة تـماما على الـمجالين  𝑓فإن الدالة  0

 حساب النـهايات  ❖

}بـما أن 

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→−2

 (𝑥) = −2

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→−2

[ 𝑙𝑛 (
𝑥+2

𝑥
)] = ⁡𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 [𝑙𝑛(𝑥)] = −∞
⁡𝑙𝑖𝑚فإن ،  

𝑥
<
→−2

 𝑓(𝑥) = +∞ 

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = ⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑥[ln(𝑥 + 2) − ln 𝑥] = ⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 [𝑥 ln(𝑥 + 2) − 𝑥ln 𝑥] = 0 
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − 2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓′(𝑥) 
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡2 

   
2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 
𝑓(𝑥) 
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  (𝐶𝑓) ئأنش ❹

𝑓(𝑥)عدد وإشارة حلول الـمعادلة  𝑚حقيقي ـلناقش بيانيا حسب قيم الوسيط ا  = 𝑒𝑚  
𝑦مع الـمستقيم  (𝐶𝑓)حلول الـمعادلة بيانيا هي فواصل نقاط تقاطع الـمنحنى  = 𝑒𝑚 

 الـمناقشة 𝑚م ـيـق 𝑒𝑚م ـقي
𝑒𝑚 ∈ ]0; 2[ 𝑚 ∈ ]−∞; ln  دلة حلا وحيدا موجبا للمعا ]2
𝑒𝑚 = 2 𝑚 = ln  لول لا يوجد ح 2

𝑒𝑚 ∈ ]2;+∞[ 𝑚 ∈ ]ln 2 ;  لمعادلة حلا وحيدا سالبال ]∞+
Π-  نعتبر الدالةℎ  2−;∞−[الـمعرفة على[ ∪ ℎ(𝑥) :بــ  ]∞+;0[ =

2𝑥

𝑥+2
  

 ثم شكل جدول تغيراتـها  ℎأدرس إتـجاه تغير الدالة   ❶

ℎ′(𝑥) =
2(𝑥 + 2) − 2𝑥

(𝑥 + 2)2
=

4𝑥

(𝑥 + 2)2
> 0 

 ]∞+;0[و  ]2−;∞−[يدة تـماما على الـمجالين متزا ℎالدالة ومنه 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

[
2𝑥

𝑥
] = 2 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
2𝑥

𝑥
] = 2 

}بـما أن 

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→−2

 (2𝑥) = −4

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
<
→−2

[𝑥 + 2] = 0−
⁡𝑙𝑖𝑚، فإن  

𝑥
<
→−2

 ℎ(𝑥) = +∞ 

}    بـما أن

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 (2𝑥) = 0

⁡𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

[𝑥 + 2] = 2
⁡𝑙𝑖𝑚، فإن  

𝑥
>
→0

 ℎ(𝑥) = 0 
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−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − 2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ℎ′(𝑥) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡2 
   

2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 
ℎ(𝑥) 

 
]2−;∞−[من  𝑥بين أنه من أجل كل  ❷ ∪ 𝑓(𝑥) :فإن ]∞+;0[ − ℎ(𝑥) = 𝑥𝑓′(𝑥) 

𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛 (
𝑥 + 2

𝑥
) −

2𝑥

𝑥 + 2
= 𝑥 [𝑙𝑛 (

𝑥 + 2

𝑥
) −

2

𝑥 + 2
] = 𝑥𝑓′(𝑥) 

  و . هـ . م
  (𝐶ℎ)  ئثم أنش (𝐶𝑓)بالنسبة إلى  (𝐶ℎ)إستنتج وضعية الـمنحنى  ❸

𝑓(𝑥)ندرس إشارة الفرق        − ℎ(𝑥) = 𝑥𝑓′(𝑥)       
𝑓′(𝑥)بـما أن       >   𝑥ارة فإن إشارة الفرق من إش 0

 (𝐶𝑓)  يقع تـحت(𝐶ℎ)  2−;∞−[على الـمجال[  ( أي أن ،(𝐶ℎ)  يقع فوق(𝐶𝑓)  ) 
(𝐶𝑓)   يقع فوق(𝐶ℎ)  0[على الـمجال;+∞[    ( أي أن ،(𝐶ℎ)  يقع تـحت(𝐶𝑓)  ) 

ℎ(ـحور التراتيب عند النقطة التي ترتيبتها يقطع م αعند النقطة التي فاصلتها  (𝐶𝑓)بين أن الـمماس للـمنـحنى  ❹ ) 
 ومنه  αعند النقطة التي فاصلتها  (𝐶𝑓) نكتب معادلة الـمماس للـمنـحنى      

𝑦 = 𝑓′(α)(𝑥 − α) + 𝑓(α) 
𝑦 = 𝑥𝑓′(α) − α𝑓′(α) + 𝑓(α) 

  توضيح
𝑦نعلـم أن معادلة مـماس تكتب من الشكل  = 𝑎𝑥 + 𝑏  ، وكـما نعلم أن𝑏  مع هي ترتيبة نـقطة تقاطع مـماس

𝑏، ولـهذا يـجب أن نثبت أن  حور التراتيبـم = −α𝑓′(α) + 𝑓(α) = ℎ( ) 
𝑓(𝑥)لدينا مـما سبق  − ℎ(𝑥) = 𝑥𝑓′(𝑥)  ومنه𝑓(α) − ℎ(α) = α𝑓′(α)  

α𝑓′(α)−ومنه  + 𝑓(α) = ℎ( )  
  م و . هـ .

 
 

Ι- 𝑔 ي:ـلـما يـك ]∞+;1[مجال ـمعرفة على الـهي الدالة ال 𝑔(𝑥) = 2𝑥 − (𝑥 − 1)ln⁡(𝑥 − 1)  
 ، ثم شكل جدول تغيراتـها  𝑔درس تغيرات الدالة أ ❶
𝑔(𝑥) أنبين  أ/ ❷ = 10حيثـب αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 10,5⁡ 

  𝑥حسب قيم  𝑔(𝑥)إستنتج إشارة  ب/
Π-⁡ℎ  بــ  ]∞+;1[مجال ـلاالدالة الـمعرفة على: ℎ(𝑥) =

ln⁡(𝑥2−1)

𝑥
  

يف   ℎأحسب نـهايـتي الدالة   أ/ ❶  عند أطراف مـجموعة التعر
ℎ′(𝑥) :فإن  ]∞+;1[من الـمجال  𝑥أنه من أجل كل عدد حقيقي  بين ب/     =

𝑔(𝑥2)

𝑥2(𝑥2−1)
  

ياضيات)           التمرين  00 (ر
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 ـها ، ثم شكل جدول تغيرات ℎأدرس إتـجاه تغير الدالة  /ج 
ΠΙ-  لتكن الدالة⁡𝑓 بــ ]∞+;0[مجال ـمعرفة على الـال: 𝑓(𝑥) =

ln⁡(𝑒2𝑥−1)

𝑒𝑥
  ،(∥ 𝑖

→

∥= 3𝑐𝑚) 
𝑓(𝑥):فإن  ]∞+;0[مجال ـالمن  𝑥حقق أنه من أجل كل عدد حقيقي ـت ❶ = ℎ(𝑒𝑥)   
𝑙𝑖𝑚إستنتج أ/ ❷

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥)  و𝑙𝑖𝑚

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) يجتين هندسيا وفسر الـنت 
 ثـم شكل جدول تغيراتـها  𝑓جاه تغير الدالة ـإت إستنتج /ب    
𝑓(𝑥) :فإن  ]∞+;0[مجال ـالمن  𝑥برهن أنه من أجل كل  ❸ ≤

2√𝛼

𝛼−1
  

 مع حامل مـحور الفواصل  (𝐶𝑓)عند نقطة تقاطع  (𝑇)مماس ـكتب معادلة الأ ❹
𝑙𝑛√𝛼نقبل  ، (𝐶𝑓)،  (𝑇)أرسم   ❺ = 𝑓(𝑙𝑛√𝛼)و  1.17 = 0,7   

 

Ι- 𝑔 ي:ـلـما يـك ]∞+;1[مجال ـمعرفة على الـهي الدالة ال𝑔(𝑥) = 2𝑥 − (𝑥 − 1)ln⁡(𝑥 − 1)  
 ، ثم شكل جدول تغيراتـها  𝑔أدرس تغيرات الدالة  ❶

  :بـما أن 

{
 
 

 
 

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 ⁡[2𝑥] = 2

و
𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 ⁡[(𝑥 − 1)ln⁡(𝑥 − 1)] = 0

𝑙𝑖𝑚فإن  
𝑥
>
→1

 𝑔(𝑥) = 2 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[(𝑥 − 1) [
2𝑥

𝑥 − 1
− ln(𝑥 − 1)]] = −∞ 

   :ودالتـها الـمشتقة هي  ]∞+;1[مجال ـالقابلة للإشتقاق على  𝑔الدالة 
𝑔′(𝑥) = 2 − [ln(𝑥 − 1) +

1

𝑥 − 1
(𝑥 − 1)] = 2 − ln(𝑥 − 1) − 1 = 1 − ln(𝑥 − 1) 

𝑔′(𝑥) ≥ 1يكافـئ  0 − ln(𝑥 − 1) ≥ −، يكافـئ  0 ln(𝑥 − 1) ≥ ln(𝑥، يكافـئ  1− − 1) ≤ 1 
𝑥 − 1 ≤ 𝑒  يكافـئ ،𝑥 ≤ 𝑒 + 1 

1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑒 + 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑔′(𝑥) 

;1[متزايدة تـماما على الـمجال  𝑔الدالة  𝑒 + 𝑒]ومتناقصة تـماما على الـمجال  [1 + 1;+∞[   
1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑒 + 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑔′(𝑥) 
𝑒 + 2 

 
2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − ∞ 

 
𝑔(𝑥) 

 
𝑔(𝑥) أنبين  أ/ ❷ = 10بـحيث αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 10,5⁡ 
𝑔  10]متناقصة تـماما على الـمجال; } :ولدينا  [10.5

𝑔(10) = 0.22

𝑔(10.5) = −0.3
𝑔(10)، أي   × 𝑔(10.5) < 0 

00 حل تمرين
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𝑔(𝑥)ومنه حسب مبرهنة القيم الـمتوسطة فإن الـمعادلـة  = 10حيثـب αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 10,5⁡  
  𝑥حسب قيم  𝑔(𝑥)إستنتج إشارة  ب/

1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝛼⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑔⁡(𝑥) 

Π-⁡ℎ  بــ  ]∞+;1[مجال ـالالدالة الـمعرفة على: ℎ(𝑥) =
ln⁡(𝑥2−1)

𝑥
  

يف ℎنـهايـتي الدالة  أحسب  أ/ ❶   عند أطراف مـجموعة التعر

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 ⁡ [
ln⁡(𝑥2 − 1)

𝑥
] = −∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

ln⁡[𝑥2(1 −
1

𝑥2
)]

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
[
ln 𝑥2 + ln(1 −

1

𝑥2
) ⁡

𝑥
] = 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[
2 ln 𝑥 ⁡

𝑥
+
⁡ln(1 −

1

𝑥2
)

𝑥
] = 0 

ℎ′(𝑥) :فإن  ]∞+;1[من الـمجال  𝑥أنه من أجل كل عدد حقيقي  بين ب/     =
𝑔(𝑥2)

𝑥2(𝑥2−1)
  

ℎ′(𝑥) =
(
2𝑥

𝑥2−1
) (𝑥) − ln(𝑥2 − 1)

𝑥2
=

2𝑥2

𝑥2−1
− ln(𝑥2 − 1)

𝑥2
= 

2𝑥2−(𝑥2−1) ln(𝑥2−1)

𝑥2−1

𝑥2
=
2𝑥2 − (𝑥2 − 1) ln(𝑥2 − 1)

𝑥2(𝑥2 − 1)
=

𝑔(𝑥2)

𝑥2(𝑥2 − 1)
 

 و . هـ . م
 ، ثم شكل جدول تغيراتـها  ℎأدرس إتـجاه تغير الدالة  /ج

𝑥2(𝑥2بـما أن  − 1) >  𝑔(𝑥2)من إشارة  ℎ′(𝑥)فإن إشارة  ]∞+;1[على الـمجال  0
✍ 𝑔(𝑥) ≤ 𝑥إذا وفقط إذا كان  0 ≥ 𝛼 
✍  𝑔(𝑥2) ≤ 𝑥2إذا وفقط إذا كان  0 ≥ 𝛼  ومنه ،𝑥 ∈ ]−∞;√𝛼] ∪ [√𝛼;+∞[ 

[𝛼√;∞−[لـكن      ∉ 𝑔(𝑥2)، ومنه   ]∞+;1[ ≤ 𝑥إذا وفقط إذا كان  0 ∈ [√𝛼;+∞[ 
1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡√𝛼 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ℎ′⁡(𝑥) 
;1[متزايدة تـماما على الـمجال  ℎالدالة  √𝛼]  ومتناقصة تـماما على الـمجال[√𝛼;+∞[  

1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡√𝛼 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− ℎ′(𝑥) 

ℎ(√𝛼) 
 

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 

 
ℎ(𝑥) 

 
ΠΙ-  لتكن الدالة⁡𝑓 بــ ]∞+;0[مجال ـمعرفة على الـال: 𝑓(𝑥) =

ln⁡(𝑒2𝑥−1)

𝑒𝑥
  ،(∥ 𝑖

→

∥= 3𝑐𝑚) 
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𝑓(𝑥):فإن  ]∞+;0[مجال ـال من 𝑥تـحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي  ❶ = ℎ(𝑒𝑥)   

ℎ(𝑒𝑥) =
ln⁡((𝑒𝑥)2 − 1)

𝑒𝑥
=
ln⁡(𝑒2𝑥 − 1)

𝑒𝑥
= 𝑓(𝑥) 

𝑙𝑖𝑚إستنتج أ/ ❷
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥)  و𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  وفسر الـنتيجتين هندسيا 
𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = lim⁡
𝑥
>
→0

 ℎ(𝑒𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→1

 ℎ(𝑥) = −∞ 
 𝑥 =  (𝐶𝑓)مستقيم مقارب عـمودي لــ  0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 ℎ(𝑒𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 ℎ(𝑥) = 0 
𝑦 =  ∞+بـجوار  (𝐶𝑓)مستقيم مقارب أفقي لــ  0

 ثـم شكل جدول تغيراتـها  𝑓إستنتج إتـجاه تغير الدالة  /ب    
𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 × ℎ′(𝑒𝑥) 

𝑒𝑥بـما أن  >  ℎ′(𝑒𝑥)من إشارة  𝑓′(𝑥)فإن إشارة  0
 ℎ′(𝑒𝑥) ≤ 𝑒𝑥إذا وفقط إذا كان 0 ≥ √𝛼  أي ،𝑥 ≥ ln√𝛼  

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ ln √𝛼 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓′⁡(𝑥) 

;0[متزايدة تـماما على الـمجال  𝑓ومنه الدالة  ln √𝛼]  ومتناقصة تـماما على الـمجال[ln√𝛼 ;+∞[  
 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ ln √𝛼 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ∞ 𝑥 

+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓′(𝑥) 
𝑓(ln√𝛼) 

 
−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0 

 
𝑓(𝑥) 

 
𝑓(𝑥) :فإن  ]∞+;0[مجال ـالمن  𝑥برهن أنه من أجل كل  ❸ ≤

2√𝛼

𝛼−1
  

من  𝑥ل كل ومنه من أج (𝐶𝑓)عظمى لــ هي قيمة حدية مـحلية  𝑓(ln√𝛼)نلاحظ من جدول التغيرات أن    
𝑓(𝑥)فإن  ]∞+;0[ ≤ 𝑓(ln√𝛼) 

𝑓(ln√𝛼) =
ln⁡(𝑒2 ln√𝛼 − 1)

𝑒ln√𝛼
 

ln√𝛼  : م أنـنعل =
1

2
ln 𝛼  ومنه ، 

𝑓(ln√𝛼) =
ln⁡(𝑒2 ln√𝛼 − 1)

𝑒ln√𝛼
=
ln⁡(𝑒2

1

2
ln 𝛼 − 1)

𝑒ln√𝛼
=
ln⁡(α − 1)

√𝛼
⁡…… . . (1) 

𝑔(𝛼)لدينا مـما سبق  = 2𝛼، ومنه  0 − (𝛼 − 1) ln(𝛼 − 1) = 0 
ln(𝛼ومنه      − 1) =

2𝛼

𝛼−1
⁡…… (2) 

يض   نـجد (1)في  (2)بتعو

𝑓(ln√𝛼) =

2𝛼

𝛼−1

√𝛼
=

2𝛼

√𝛼(𝛼 − 1)
=
2√𝛼 × √𝛼

√𝛼(𝛼 − 1)
=
2√𝛼

𝛼 − 1
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𝑓(𝑥)بـما أن  ≤ 𝑓(ln√𝛼) ن فإ:  𝑓(𝑥) ≤
2√𝛼

𝛼−1
  

 مع حامل مـحور الفواصل (𝐶𝑓)عند نقطة تقاطع  (𝑇)أكتب معادلة الـمماس  ❹
𝑓(𝑥0)نـحل الـمعادلة  مع حامل مـحور الفواصل (𝐶𝑓)نقطة تقاطع لإيـجاد      = ln⁡(𝑒2𝑥0−1)، ومنه  0

𝑒𝑥0
= 0 

ln(𝑒2𝑥0ومنه  − 1) = 𝑒2𝑥0، أي  0 − 1 = 𝑒2𝑥0، ومنه  1 = 2𝑥0، ومنه  2 = ln2   ومنه ،𝑥0 =
1

2
ln 2 

𝑥0ومنه   = ln√2 
(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(ln√2)(𝑥 − ln√2) + 𝑓(ln√2) 
(𝑇): 𝑦 = 2√2(𝑥 − ln√2) + 𝑓(ln√2) 

(𝑇): 𝑦 = 2√2(𝑥 − ln√2) 
𝑓(ln√2)حيث  = 0 
𝑓′(𝑥)لدينا  = 𝑒𝑥 × ℎ′(𝑒𝑥)  ومنه 

𝑓′(ln√2) = √2 × ℎ′(√2) = √2 ×
𝑔(2)

2(2 − 1)
= √2 ×

𝑔(2)

2
= √2 ×

4

2
= 2√2 

𝑙𝑛√𝛼، نقبل  (𝐶𝑓)،  (𝑇)أرسم   ❺ = 𝑓(𝑙𝑛√𝛼)و  1.17 = 0,7   
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Ι- 𝑔 لي:ـما يـك ]∞+;0[مجال ـمعرفة على الـدالة الـهي ال 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 +
𝑥−2

𝑥
  

 ، ثم شكل جدول تغيراتـها  𝑔أدرس تغيرات الدالة  ❶
𝑔(𝑥)بين أن الـمعادلة  ❷ = 1.4حيث  𝛼تقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 <   𝑔(𝑥)، ثم إستنتج إشارة  1.5

Π-  نعتبر الدالة𝑓  بــ  ]∞+;0[الـمعرفة على: 𝑓(𝑥) = 1 + (𝑥 − 2)𝑙𝑛𝑥 ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖
→

, 𝑗
→

)   
 ثم فسر النتيجة هندسيا  ∞+و عند  0عند  𝑓أحسب نـهاية الدالة  ❶
 ، ثم شكل جدول تغيراتـها 𝑓أدرس إتـجاه تغير الدالة  ❷
𝑓(𝛼)  : أنبين  ❸ = 1 −

(𝛼−2)2

𝛼
αمن أجل   𝑓(𝛼)، ثم أعط قيمة مقربة لــ   ≃ 1.45  

;𝐴(2الذي يشمل النقطة  (𝑇)مماس أكتب معادلة الـ ❹ 0)  
   (𝐶𝑓)أرسم  ❺
ΠΙ-  نعتبر الـمستقيم(𝑑𝑚)  الذي معادلته 𝑦 = 𝑚𝑥 − 2𝑚 حيث𝑚  وسيط حقيقي 

;𝐴(2يـمر بالنقطة  (𝑑𝑚)تـحقق أن  ❶ 0)  
𝑓(𝑥) :عدد حلول الـمعادلة  𝑚ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الـحقيقي  ❷ = 𝑚𝑥 − 2𝑚   

 

Ι- 𝑔 لي:ـما يـك ]∞+;0[مجال ـمعرفة على الـدالة الـهي ال 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 +
𝑥−2

𝑥
  

 ، ثم شكل جدول تغيراتـها  𝑔أدرس تغيرات الدالة  ❶
 أولا النـهايات   ❖    

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

  [𝑙𝑛𝑥 +
𝑥 − 2

𝑥
] = −∞ 

𝑙𝑖𝑚لأن         
𝑥
>
→0

  [
𝑥−2

𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚و  ∞−

𝑥
>
→0

 [ln 𝑥] = −∞ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

  [𝑙𝑛𝑥 +
𝑥 − 2

𝑥
] = +∞ 

𝑙𝑖𝑚لأن         
𝑥→+∞

  [
𝑥−2

𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚و  1

𝑥→+∞
 [ln 𝑥] = +∞ 

  :ودالتـها الـمشتقة هيا  ]∞+;0[مجال ـعلى ال قابلة للإشتقاق 𝑔دالة ـال :ثانيا   ❖   

𝑔′(𝑥) =
1

𝑥
+
1𝑥 − 1(𝑥 − 2)

𝑥2
=
1

𝑥
+
2

𝑥2
> 0 

 ]∞+;0[مجال ـعلى ال متزايدة تـماما 𝑔دالة ـالومنه     
 
 
 
 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞⁡ 𝑥 
+ 𝑔′(𝑥) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+∞⁡ 
 

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

⁡⁡ 
𝑔(𝑥)⁡⁡ 

 03            التمرين

03 حل تمرين
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𝑔(𝑥)بين أن الـمعادلة  ❷ = 1.4حيث  𝛼تقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 1.5 
𝑔  1.4]ة تـماما على الـمجال متزايد; } :ولدينا  [1.5

⁡⁡⁡𝑔(1.4) = −0.09

𝑔(1.5) = 0.07
𝑔(1.4)، أي   × 𝑔(1.5) < 0 

𝑔(𝑥)م الـمتوسطة فإن الـمعادلـة ومنه حسب مبرهنة القي = 1.4حيثـب αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 1.5  
  𝑥حسب قيم  𝑔(𝑥)إستنتج إشارة 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝛼⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔⁡(𝑥) 

Π-  نعتبر الدالة𝑓  بــ  ]∞+;0[الـمعرفة على: 𝑓(𝑥) = 1 + (𝑥 − 2)𝑙𝑛𝑥 ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖
→

, 𝑗
→

)   
 ثم فسر النتيجة هندسيا ∞+و عند  0عند  𝑓أحسب نـهاية الدالة  ❶

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 [1 + (𝑥 − 2)𝑙𝑛𝑥] = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 [1 + 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 2 ln 𝑥] = +∞ 
𝑥الـمستقيم ذو الـمعادلة       =   (𝐶𝑓)مقارب عـمودي لـ  0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 [1 + (𝑥 − 2)𝑙𝑛𝑥] = +∞ 
 ، ثم شكل جدول تغيراتـها  𝑓أدرس إتـجاه تغير الدالة  ❷

𝑓′(𝑥) = 1 ln 𝑥 +
1

𝑥
(𝑥 − 2) = ln 𝑥 +

𝑥 − 2

𝑥
= 𝑔(𝑥) 

;0[صة تـماما على الـمجال متناق 𝑓الدالة ومنه        𝛼]  ومتزايدة تـماما على الـمجال[𝛼; +∞[ 
0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝛼⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓′(𝑥) 
+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 
 
 

𝑓(𝛼) 

 
𝑓(𝑥) 

 
𝑓(𝛼)  : أنبين  ❸ = 1 −

(𝛼−2)2

𝛼
  

𝑓(𝛼)  :لـدينا  = 1 + (𝛼 − 2)𝑙𝑛𝛼⁡⁡ … . (1) 
𝑔(𝛼) :لـدينا مـما سبق  = lnأي  0 𝛼 +

𝛼−2

𝛼
= ln، ومنه   0 𝛼 = −

𝛼−2

𝛼
… . . (2) 

يض   نـجد  (1)في  (2)بتعو

𝑓(𝛼) = 1 + (𝛼 − 2) (−
𝛼 − 2

𝛼
) = 1 −

(𝛼 − 2)2

𝛼
 

 و . هـ . م
αمن أجل   𝑓(𝛼)أعط قيمة مقربة لــ  ≃ 1.45  

𝑓(𝛼) ≃ 1 −
(1.45 − 2)2

1.45
= 0.8 

;𝐴(2الذي يشمل النقطة  (𝑇)أكتب معادلة الـمماس  ❹ 0)  
𝐴لدينا        ∈ (𝑇)  معناه𝐴  تـحقق معادلة الـمماس(𝑇)  ومنه ، 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 
(𝑇): 0 = 𝑓′(𝑥0)(2 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 
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(𝑙𝑛𝑥0 +
𝑥0 − 2

𝑥0
) (2 − 𝑥0) + 1 + (𝑥0 − 2)𝑙𝑛𝑥0 = 0 

(2 − 𝑥0)𝑙𝑛𝑥0 +
(𝑥0 − 2)(2 − 𝑥0)

𝑥0
+ 1 + (𝑥0 − 2)𝑙𝑛𝑥0 = 0 

−(𝑥0 − 2)𝑙𝑛𝑥0 +
(𝑥0 − 2)(2 − 𝑥0)

𝑥0
+ 1 + (𝑥0 − 2)𝑙𝑛𝑥0 = 0 

(𝑥0 − 2)(2 − 𝑥0)

𝑥0
+ 1 = 0 

−𝑥0
2 + 5𝑥0 − 4

𝑥0
= 0 

−𝑥0
2 + 5𝑥0 − 4 = 0 

∆= 25 − 4(−1)(−4) = 9 > 0 
𝑥0ومنه إما  = 𝑥0أو  1 = 4 

𝑥0عند النقطتين ذات الفاصلتين على الترتيب  (𝑇2)و  (𝑇1)يقبل مـماسين  (𝐶𝑓)ومنه  = 𝑥0و  1 = 4 
𝑥0عند  (𝑇1)معادلة الـمماس  ❖  = 1 

(𝑇1): 𝑦 = 𝑓
′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) 

(𝑇1): 𝑦 = −1(𝑥 − 1) + 1 
(𝑇1): 𝑦 = −𝑥 + 2 

𝑥0عند  (𝑇2)معادلة الـمماس  ❖  = 4 
(𝑇2): 𝑦 = 𝑓

′(4)(𝑥 − 4) + 𝑓(4) 
(𝑇2): 𝑦 = (

1

2
+ ln 4) (𝑥 − 4) + 1 + 2 ln 4 

(𝑇2): 𝑦 = (
1

2
+ ln 4) 𝑥 − 4 (

1

2
+ ln 4) + 1 + 2 ln 4 

(𝑇2): 𝑦 = (
1

2
+ ln 4) 𝑥 − 2 − 4 ln 4 + 1 + 2 ln 4 

(𝑇2): 𝑦 = (
1

2
+ ln 4) 𝑥 − 1 − 2 ln 4 

(𝑇2): 𝑦 = (
1

2
+ ln 4) 𝑥 − 2 (

1

2
+ ln 4) 

(𝑇2): 𝑦 = (
1

2
+ ln 4) (𝑥 − 2) 

 (𝐶𝑓)أرسم  ❺
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ΠΙ-  نعتبر الـمستقيم(𝑑𝑚)  معادلته الذي 𝑦 = 𝑚𝑥 − 2𝑚 حيث𝑚  وسيط حقيقي 
;𝐴(2يـمر بالنقطة  (𝑑𝑚)تـحقق أن  ❶ 0)  

(𝑑𝑚)  يـمر بالنقطة𝐴(2; 𝐴معناه   (0 ∈ (𝑑𝑚)  
0 = 𝑚(2) − 2𝑚 

0 = 0 
;𝐴(2يـمر بالنقطة  (𝑑𝑚)ومنه  0)  
𝑓(𝑥) :عدد حلول الـمعادلة  𝑚ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الـحقيقي  ❷ = 𝑚𝑥 − 2𝑚   

 (𝑑𝑚)مع الـمستقيم  (𝐶𝑓)حــلـول الـمعادلة بيانيا هي فواصل نقاط تـقاطع الـمنحنى         
 مناقشة دورانية 

𝑚إذا كان  ✍  ∈  فإن للـمعادلة حلان متمايزان  ]1−;∞−[
𝑚إذا كان  ✍ =  فإن للـمعادلة حلا وحيدا   1−
𝑚إذا كان  ✍ ∈ ]−1;

1

2
+ ln4[  : د حلول لا يوج 

𝑚إذا كان  ✍ =
1

2
+ ln4   فإن للـمعادلة حلا وحيدا 

𝑚إذا كان  ✍ ∈ ]
1

2
+ ln4   فإن للـمعادلة حلان متمايزان ]∞+;

 
 

𝑓(𝑥) :بــ  ]∞+;0[المعرفة على  𝑓نعتبر الدالة  = 𝑥 +
1

2
− 𝑙𝑛𝑥 +

1

2
(𝑙𝑛𝑥)2،(𝐶𝑓) منحناها البياني في (𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)   
𝑙𝑖𝑚أحسب  ❶

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  و ثم فسر النتيجة هندسيا 

𝑓(𝑥) :فإن  ]∞+;0[من  𝑥تـحقق أنه من أجل كل  أ/  ❷ = 𝑥 +
1

2
+ (

1

2
𝑙𝑛𝑥 − 1) 𝑙𝑛𝑥  

𝑙𝑖𝑚استنتج  /ب     
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = +∞  

2(𝑙𝑛𝑥):]∞+;0[من  𝑥أنه من أجل كل بين  /ج

𝑥
= 4(

𝑙𝑛√𝑥

√𝑥
)
2

𝑙𝑖𝑚ثم استنتج  ،
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑥)
2

𝑥
 

;0[من  𝑥من أجل كل  بين أ/ ❸ 1]: 𝑥 − 1 + 𝑙𝑛𝑥 ≤ 0   
𝑥 :]∞+;1]من  𝑥و أنه من أجل كل          − 1 + 𝑙𝑛𝑥 ≥ 0    

𝑓′(𝑥) :]∞+;0[من  𝑥أنه من أجل كل بين  /ب      =
𝑥−1+ln 𝑥

𝑥
  

    𝑓 شكل جدول تغيرات الدالة  /ج      
 يقبل نقطة إنعطاف يطلب تعيين إحداثياتـها  (𝐶𝑓)بين أن  ❹
𝑦الذي معادلته  (∆) الـمستقيمو  (𝐶𝑓)أدرس الوضع النسبي بين  ❺ = 𝑥 
  (𝐶𝑓)،  (∆)أرسم  ❻

 

𝑓(𝑥) :بــ  ]∞+;0[المعرفة على  𝑓نعتبر الدالة  = 1 +
1

2
− 𝑙𝑛𝑥 +

1

2
(𝑙𝑛𝑥)2،(𝐶𝑓) بياني فيمنحناها ال (𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)   

يا)           التمرين  00 (0200 مغربـال بكالور
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𝑙𝑖𝑚أحسب  ❶
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  و ثم فسر النتيجة هندسيا 

𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥
>
→0

  [1 +
1

2
− 𝑙𝑛𝑥 +

1

2
(𝑙𝑛𝑥)2] = +∞ 

𝑥الـمستقيم        =  (𝐶𝑓)مقارب عـمودي لــ  0
𝑓(𝑥) :فإن  ]∞+;0[من  𝑥تـحقق أنه من أجل كل  أ/  ❷ = 𝑥 +

1

2
+ (

1

2
𝑙𝑛𝑥 − 1) 𝑙𝑛𝑥  

𝑥 +
1

2
+ (

1

2
𝑙𝑛𝑥 − 1) 𝑙𝑛𝑥 = 𝑥 +

1

2
+
1

2
(𝑙𝑛𝑥)(𝑙𝑛𝑥) − ln 𝑥 = 1 +

1

2
− 𝑙𝑛𝑥 +

1

2
(𝑙𝑛𝑥)2 = 𝑓(𝑥) 

𝑙𝑖𝑚استنتج  /ب     
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = +∞  
𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

[𝑥 +
1

2
+ (

1

2
𝑙𝑛𝑥 − 1) 𝑙𝑛𝑥] = +∞ 

2(𝑙𝑛𝑥):]∞+;0[من  𝑥أنه من أجل كل بين  /ـج     

𝑥
= 4(

𝑙𝑛√𝑥

√𝑥
)
2

𝑙𝑖𝑚، ثم استنتج  
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑥)
2

𝑥
 

(𝑙𝑛𝑥)2

𝑥
=
[𝑙𝑛(√𝑥)

2
]
2

(√𝑥)
2 =

[2𝑙𝑛(√𝑥)]
2

(√𝑥)
2 = (

2𝑙𝑛(√𝑥)

√𝑥
)

2

= 4(
𝑙𝑛√𝑥

√𝑥
)

2

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑥)
2

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
[4(

𝑙𝑛√𝑥

√𝑥
)

2

] = 0 

;0[من  𝑥بين من أجل كل  أ/ ❸ 1]: 𝑥 − 1 + 𝑙𝑛𝑥 ≤ ;1]من  𝑥،و أنه من أجل كل  0 +∞[: 𝑥 − 1 + 𝑙𝑛𝑥 ≥ 0   
;0[من  𝑥لدينا من أجل كل      0فإن  [1 < 𝑥 ≤ 1−، ومنه      1 < 𝑥 − 1 ≤ 0⁡⁡ …… (1)  
;0[من  𝑥ولدينا من أجل كل     lnفإن  [1 𝑥 ≤ 0…… . (2)   

𝑥طرفا لطرف نـجد       (2)و  (1)بـجمع      − 1 + 𝑙𝑛𝑥 ≤  وهو الـمطلوب    0
𝑥 :]∞+;1]من  𝑥لدينا من أجل كل      ≥ 𝑥، ومنه       1 − 1 ≥ 0⁡… . (∗) 
ln :]∞+;1]من  𝑥لدينا من أجل كل      𝑥 ≥ 0⁡⁡⁡ …… . (∗∗)     
𝑥طرفا لطرف نـجد       (∗∗)و  (∗)بـجمع      − 1 + 𝑙𝑛𝑥 ≥  وهو الـمطلوب    0
𝑓′(𝑥)  : ]∞+;0[من  𝑥أنه من أجل كل بين  /ب        =

𝑥−1+ln 𝑥

𝑥
  

𝑓′(𝑥) = 1 −
1

𝑥
+
1

2
(2 ×

1

𝑥
× ln 𝑥) = 1 −

1

𝑥
+
ln 𝑥

𝑥
=
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥
 

  و . هـ . م
    𝑓 لدالة شكل جدول تغيرات ا /ـج      

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑓′(𝑥) 

+∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 
 
 

1.5 

 
𝑓(𝑥) 
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 يقبل نقطة إنعطاف يطلب تعيين إحداثياتـها  (𝐶𝑓)بين أن  ❹
  :ودالتـها الـمشتقة هيا  ]∞+;0[على الـمجال قابلة للإشتقاق  ′𝑓الدالة    

𝑓"(𝑥) =
(1 +

1

𝑥
) (𝑥) − (𝑥 − 1 + ln 𝑥)

𝑥2
=
𝑥 + 1 − 𝑥 + 1 − ln 𝑥

𝑥2
=
2 − ln 𝑥

𝑥2
 

𝑥2بـما أن  > 2شارة من إ 𝑓"(𝑥)فإن إشارة  0 − ln 𝑥  
  𝑓"(𝑥) ≥ 2، يكافئ  0 − ln 𝑥 ≥ −، ومنه  0 ln 𝑥 ≥ − ln، ومنه  2 𝑥 𝑥، ومنه  2≥ ≤ 𝑒2⁡ 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑒2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓"(𝑥) 

𝑥إنعدم عند  𝑓"(𝑥)بـما أن  = 𝑒2  وغيرت من إشارتـها فإن النقطة(𝑒2;
2𝑒2+1

2
 هي نقطة إنعطاف  (

𝑦الذي معادلته  (∆)و الـمستقيم  (𝐶𝑓)أدرس الوضع النسبي بين  ❺ = 𝑥 
𝑓(𝑥) − 𝑥 = 𝑥 +

1

2
− 𝑙𝑛𝑥 +

1

2
(𝑙𝑛𝑥)2 − 𝑥 =

1

2
− 𝑙𝑛𝑥 +

1

2
(𝑙𝑛𝑥)2 =

1

2
[(𝑙𝑛𝑥)2 − 2 ln 𝑥 + 1] 

𝑓(𝑥) − 𝑥 =
1

2
[ln 𝑥 − 1]2 ≥ 0 

𝑥قاطعان عند ـدائـما ويت (∆)يقع فوق  (𝐶𝑓)ومنه  = 𝑒 
  (𝐶𝑓)،  (∆)أرسم   ❻
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α  ، عدد حقيقي𝑔α  بــ  ]∞+;0[هي الدالة الـمعرفة على: 𝑔α(𝑥) = 𝑥
2 − 1 + α⁡ln𝑥  وليكن ،(𝐶α) لها تـمثي

;𝑂)البيانـي فـي معلـم متعامد ومتجانس  𝑖
→

, 𝑗
→

‖𝑖‖)بحيث  ( = 3𝑐𝑚)   
 تـمر من نـقطة ثابتة يطلب تعيين إحداثياتـها  (𝐶α)بين أن الـمنحنيات  ❶
  (𝐶α)وجود وعـدد النقط الـحدية للـمنحنى  αناقش حسب قيم  ❷
αنفرض  ❸ = 𝑔1، و نضع  1 = 𝑔 
  𝑔تـجاه تغير الدالة أدرس إ أ/     
  𝑔(𝑥)ثم إستنتج إشارة  𝑔(1)أحسب  /ب    
Π- 𝑓  بــ  ]∞+;0[هي الدالة الـمعرفة على: 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 1 +

ln 𝑥

𝑥
  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)   
𝑙𝑖𝑚أحسب  أ/ ❶

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  و ثم فسر النتيجة هندسيا  
𝑙𝑖𝑚استنتج  /ب   

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥) = −∞  

 يطلب تعيين معادلته  (∆)ل ئيقبل مستقيم مقارب ما (𝐶𝑓)بين أن الـمنحنى  أ/ ❷
  (∆)و  (𝐶𝑓)أدرس الوضع النسبي بين  /ب    
𝑓′(𝑥) : ]∞+;0[مجال ـمن ال xبين أنه من أجل كل  أ/ ❸ =

−𝑔(𝑥)

𝑥2
  

 ، ثم شكل جدول تغيراتـها   𝑓نتج إتـجاه تغير الدالة إست /ب     
  (𝐶𝑓)والـمنحنى  (∆)الـمستقيم أرسم  ❹
ℎ(𝑥):بــ  ∗ℝالـمعرفة على  hنعتبر الدالة  ❺ = |𝑥| − 1 −

ln|𝑥|

|𝑥|
 تـمثيلها البياني   (𝐶ℎ)، وليكن   

 مع توضيح كيفية الإنشاء  (𝐶ℎ) ئ، ثم أنش (𝐶ℎ)ـحور تناظر للـمنحنى بين أن مـحور الـتراتـيب م أ/     
𝑒ℎ(𝑥) :عدد حلول الـمعادلة  𝑚ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الـحقيقي  /ب     = √|𝑚| 

 

 تـمر من نـقطة ثابتة يطلب تعيين إحداثياتـها  (𝐶α)بين أن الـمنحنيات  ❶
𝛼1 :نفرض    ≠ 𝛼2  نـحل الـمعادلة ،𝑔𝛼1(𝑥) = 𝑔𝛼2(𝑥)  ومنه ، 

𝑥2 − 1 + 𝛼1⁡ln𝑥 = 𝑥
2 − 1 + 𝛼2⁡ln𝑥 

𝛼1⁡ln𝑥ومنه                                               − 𝛼2⁡ln𝑥 = 0 
𝛼1)ومنه                                                − 𝛼2)⁡ln𝑥 = 0 

}ومنه  
𝛼1 − 𝛼2 = 0
ln 𝑥 = 0

}، ومنه  ⁡
𝛼1 = 𝛼2⁡⁡⁡(تناقض⁡)

𝑥 = 1
⁡ 

يض بقيمة  𝑥بالتعو = 𝑔α(1)نـجد  1 = 1
2 − 1 + α⁡ln1  ومنه ،𝑔α

(1) = 0 
;𝐴(1 تـمر من النـقطة (𝐶α)الـمنحنيات ومنه نستنتج أن جـميع  0) 

 حل تمرين
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  (𝐶α) وجود وعـدد النقط الـحدية للـمنحنى αناقش حسب قيم  ❷
𝑔ودالتـها الـمشتقة هيا   ]∞+;0[قابلة للإشتقاق على الـمجال   𝑔αالدالة       

α

′(𝑥) = 2𝑥 +
𝛼

𝑥
=

2𝑥2+𝛼

𝑥
 

𝑥بـما أن         ∈ 𝑔فإن إشارة  ]∞+;0[
α

′(𝑥)  2)من إشارة𝑥2 + 𝛼) 
αإذا كان   ✍ > 2𝑥2فإن  0 + 𝛼 > ، ومنه نستنتج أنه    ]∞+;0[دة تـماما على الـمجال متزاي 𝑔αالدالة ومنه  0
 لا توجد أي قيمة حدية     .

αإذا كان   ✍ = 2𝑥2فإن  0 + 𝛼 > ، ومنه نستنتج أنه    ]∞+;0[متزايدة تـماما على الـمجال  𝑔αالدالة ومنه  0
 لا توجد أي قيمة حدية     .

αإذا كان   ✍ < 2𝑥2، فإن   0 + 𝛼 = 2𝑥2، ومنه  0 = −𝛼  ومنه ،𝑥2 =
−𝛼

2
  

𝑥  : ومنه إما = √
−𝛼

2
𝑥  أو   = −√

−𝛼

2
∉ ]0;+∞[ 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡√
−𝛼

2
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ ∞ 𝑥 

−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔
α

′(𝑥) 

𝑔αي ومنه توجد قيمة حدية صغرى واحدة ه (√
−𝛼

2
𝑥عند  ( = √

−𝛼

2
  

αنفرض  ❸ = 𝑔1، و نضع  1 = 𝑔 
  𝑔أدرس إتـجاه تغير الدالة  أ/     
𝑔′(𝑥) :ودالتـها الـمشتقة هيا  ]∞+;0[قابلة للإشتقاق على الـمجال  𝑔الدالة       = 2𝑥 +

1

𝑥
> 0⁡  

  ]∞+;0[متزايدة تـماما على الـمجال  𝑔ومنه الدالة      
  𝑔(𝑥)ثم إستنتج إشارة  𝑔(1)أحسب  /ب    
𝑔(1)   :لدينا      = 12 − 1 + ⁡ln1 = 0  

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+ 𝑔′(𝑥) 
 
                                 0 

 

 
𝑔(𝑥) 

 
 ومنه 

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
−⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡+ 𝑔⁡(𝑥) 

Π- 𝑓  بــ  ]∞+;0[هي الدالة الـمعرفة على: 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 1 +
ln 𝑥

𝑥
  ،(𝐶𝑓)  منحناها البياني في(𝑂; 𝑖

→

, 𝑗
→

)   
𝑙𝑖𝑚أحسب  /أ ❶

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥)  و ثم فسر النتيجة هندسيا  

𝑙𝑖𝑚 :بـما أن 
𝑥
>
→0

 [−𝑥 + 1] = 𝑙𝑖𝑚و  1
𝑥
>
→0

  [
ln 𝑥

𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚فإن  ∞−

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = −∞ 
 𝑥 =   (𝐶𝑓)مستقيم مقارب عـمودي لـ  ⁡0
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𝑙𝑖𝑚استنتج  /ب   
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) = −∞  
𝑙𝑖𝑚 :بـما أن 

𝑥→+∞
 [−𝑥 + 1] = 𝑙𝑖𝑚و  ∞−

𝑥→+∞
  [
ln 𝑥

𝑥
] = 𝑙𝑖𝑚فإن  0

𝑥→+∞
 𝑓(𝑥) = −∞ 

 يطلب تعيين معادلته  (∆)ل ئيقبل مستقيم مقارب ما (𝐶𝑓)بين أن الـمنحنى  أ/ ❷
𝑙𝑖𝑚بـما أن     

𝑥→+∞
  [
ln 𝑥

𝑥
] = :(∆)فإن  0 𝑦 = −𝑥 +  ∞+بـجوار  (𝐶𝑓)لـ  لئمقارب ما 1

  (∆)و  (𝐶𝑓)أدرس الوضع النسبي بين  /ب     
𝑓(𝑥)    :ندرس إشارة الفرق     − (−𝑥 + 1) =

ln 𝑥

𝑥
 

𝑥بـما أن     ∈ lnفإن إشارة الفرق من إشارة  ]∞+;0[ 𝑥 
𝑥ومنه من أجل كل   ∈ ]0;   (∆)يقع تـحت  (𝐶𝑓)فإن  ]1

𝑥و من أجل كل     ∈   (∆)وق يقع ف (𝐶𝑓)فإن  ]∞+;1[
   (𝐶𝑓) قطة في الن (∆) يقطع𝐴(1; 0)  

𝑓′(𝑥) : ]∞+;0[من الـمجال  xبين أنه من أجل كل  أ/ ❸ =
−𝑔(𝑥)

𝑥2
  

    :ودالتـها الـمشتقة هيا  ]∞+;0[قابلة للإشتقاق على الـمجال  𝑓الدالة      

𝑓′(𝑥) = −1 +
(
1

𝑥
) (𝑥) − ln 𝑥

𝑥2
= −1 +

1 − ln 𝑥

𝑥2
=
−𝑥2 + 1 − ln 𝑥

𝑥2
=
−(𝑥2 − 1 + ln 𝑥)

𝑥2
=
−𝑔(𝑥)

𝑥2
 
 ، ثم شكل جدول تغيراتـها   𝑓إستنتج إتـجاه تغير الدالة  /ب     

𝑥2بـما أن       >   𝑔(𝑥)−من إشارة  𝑓′(𝑥)فإن إشارة  0
;0[متزايدة تـماما على الـمجال  𝑓الدالة ومنه      ]∞+;1]ما على الـمجال ومتناقصة تـما [1

0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ + ∞ 𝑥 
+⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡− 𝑓′(𝑥) 

0 
 

−∞⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ − ∞ 

 
𝑓(𝑥) 

 
  (𝐶𝑓)والـمنحنى  (∆)ـمستقيم أرسم ال ❹
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ℎ(𝑥):بــ  ∗ℝالـمعرفة على  ℎنعتبر الدالة  ❺ = |𝑥| − 1 −
ln|𝑥|

|𝑥|
 تـمثيلها البياني   (𝐶ℎ)، وليكن   

  (𝐶ℎ)بين أن مـحور الـتراتـيب مـحور تناظر للـمنحنى  أ/     
𝑥لدينا   : 20الشرط     ∈ 𝐷ℎ  و ،−𝑥 ∈ 𝐷ℎ  
ℎ(−𝑥)    : 20الشرط     = |−𝑥| − 1 −

ln|−𝑥|

|−𝑥|
= |𝑥| − 1 −

ln|𝑥|

|𝑥|
= ℎ(𝑥) 

 (𝐶ℎ)مـحور الـتراتـيب  هو مـحور تناظر للـمنحنى زوجية ، إذن  ℎالدالة ومنه 
  مع توضيح كيفية الإنشاء (𝐶ℎ) ئأنش   

ℎ(𝑥) = {
𝑥 − 1 −

ln 𝑥

𝑥
= −𝑓(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡; 𝑥 > 0

−𝑥 − 1 −
ln(−𝑥)

−𝑥
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ ; 𝑥 < 0

 

𝑥لـما يكون   ∈ ℎ(𝑥)فإن  ]∞+;0[ = −𝑓(𝑥)  ومنه(𝐶ℎ)  نظير(𝐶𝑓)  بالنسبة لـمحور الفواصل 
 زوجية نـكـمل الرسم بالتناظر بالنسبة لـمحور التراتيب ℎوبـما أن 

𝑒ℎ(𝑥) :عدد حلول الـمعادلة  𝑚ط الـحقيقي ناقش بيانيا حسب قيم الوسي /ب = √|𝑚| 
𝑒ℎ(𝑥) :لدينا      = √|𝑚|  ومنه ،ℎ(𝑥) = ln√|𝑚|  ومنه حلول الـمعادلة بيانيا هي فواصل نقاط تقاطع ،

𝑦مع الـمستقيم  (𝐶ℎ)الـمنحنى  = ln√|𝑚| 
 مناقشة الـ 𝑚قيم  |𝑚|قيم  |𝑚|√قيم  |ln√|𝑚قـيم 

ln√|𝑚|

∈ ]−∞; 0[ √|𝑚| ∈ ]0; 1[ |𝑚| ∈ ]0; 1[ 𝑚 ∈ ]−1; 0[ ∪ ]0;  لا يوجد حلول ]1
ln√|𝑚| = 0 √|𝑚| = 1 |𝑚| = 1 𝑚 ∈  حلان  {1,1−}
ln√|𝑚|

∈ ]0;+∞[ √|𝑚| ∈ ]1; +∞[ |𝑚| ∈ ]1; +∞[ 𝑚 ∈ ]−∞;−1[
∪  أربعة حلول ]∞+;1[

 
 


